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1 Schémas en groupes �nis localement libres

1. Dé�nition, ordre, Frobenius, Verschiebung ([G] I.5, [SGA 3] VIIA.4).

2. Propriétés de la catégorie des schémas en groupes �nis localement libres. Plongement
comme sous-catégorie exacte de la catégorie abélienne des faisceaux fppf. Existence du
quotient par un sous-groupe ([Ra1], [SGA 3] V, th. 4.1(iv), [Ta2], th. 3.4).

3. Dualité de Cartier ([G] II.1.4, [SGA 3] VIIA.3, [Mu] p. 132-135), comportement par rapport
à F et V ([SGA 3] VIIA.4.3.3).

4. Exemples ; types particuliers de groupes ([G] II.2), décompositions en général et sur un
corps ([G] II.3.2)

5. Énoncer sans preuve le théorème de plongement de Raynaud, [BBM] th. 3.1.1.
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2 Groupes formels

1. Groupes formels sur un corps : dé�nition, p-groupes formels, dualité de Cartier (Manin [Ma],
Demazure [De]).

2. Exemples.

3. Groupes formels lisses et théorème de Cartier ([De] II.10), sans preuve.

4. Groupes de Lie formels sur une base générale (noter qu'un groupe de Lie formel est ce
que Dieudonné, Cartier, Zink [Z] appellent simplement un groupe formel) : dé�nition fonc-
torielle, avec une brève discussion des notions d'exactitude des foncteurs sur les algèbres
nilpotentes ([Z] chap. 2). Espaces tangents. Équivalence avec le point de vue des lois de
groupes formels via des séries formelles ([Z] chap. 1). On mentionnera sans entrer les détails
la dé�nition alternative de Grothendieck ([Me] II.1.1.4) avec la dé�nition des voisinages in-
�nitésimaux, utiles pour parler de la composante neutre ([Me] II.1.1.6) dans l'exposé 7.

5. Proreprésentabilité des foncteurs lisses ([Z], th. 2.31 ; lire aussi les commentaires qui suivent
[Me] II, déf. 1.1.4).

6. Culture : sur une base arbitraire, le point de vue fonctoriel sur les schémas formels n'est
pas clair. Signalons deux tentatives intéressantes (quoique toutes deux en car. nulle) par
Beilinson et Drinfeld ([BD] 7.11, p. 299) et Durov ([DMSS], chapitres 7�9).

3 Vecteurs de Witt, covecteurs de Witt

1. vecteurs de Witt : construction selon Serre [Se3], schéma et faisceau des vecteurs de Witt
in�nis et de longueur n. Propriété universelle pour les anneaux locaux complets ([DG] V,
� 4, no. 2) et les anneaux de valuation discrète complets ([Se3] II, � 5).

2. Faisceau CW des covecteurs de Witt suivant Berthelot [Be] ; sous-faisceau CWu des cov-
ecteurs de Witt unipotents.

3. Dé�nition du module de Dieudonné suivant Fontaine [F] III.1 et Berthelot [Be].

4 Classi�cation des schémas en groupes formels et �nis sur un

corps parfait

C'est la théorie de Dieudonné. On démontrera le th. 1 complété par la remarque qui le suit
dans [F] III.1.4 (pour la dé�nition d'un couple de foncteurs adjoints à gauche, voir [F] III.1.6).
Voir aussi [G] II.4.2. Pour la cohérence avec les autres exposés, on notera W au lieu de A pour
l'anneau des vecteurs de Witt in�nis de k. Dans le descriptif qui suit, la référence est [F], chap. III.

1. Remarques générales : a) ressemblance formelle de l'équivalence de Dieudonné avec une
dualité : M(G) = Hom(G,CW) et G(M) = Hom(M,CW). b) lien avec les preuves de
[DG] et [G] : compte tenu de la décomposition des groupes �nis, le cas essentiel est celui
des groupes unipotents ; pour G unipotent on a M(G) = Hom(G,CWu).

2. admettre le contenu de 2.1 et se limiter à énoncer la prop. 2.2.

3. Module de Dieudonné et espace tangent : prop. 3.2, prop. 3.4 ; module de Dieudonné et
espace cotangent : prop. 4.3.
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4. dualité : prop. 5.1 (sans démonstration).

5. Au cours de la démonstration, on insistera sur le dictionnaire entre les propriétés de G et
M , et celles de F et V .

6. On pourra faire une séance d'exemples l'après-midi.

5 Classi�cation des schémas en groupes �nis localement libres

sur un anneau de valuation parfait

C'est le prolongement de la théorie de Dieudonné sur un corps parfait ([Be] 3.4.1). Suivre
[Be], parties 2 et 3 en se restreignant au cas où la base est un anneau parfait intègre qui est un
anneau de valuation ou un corps.

1. Faire un rappel sur l'opération d'adhérence schématique sur un anneau de valuation en
s'inspirant de [Ra2] 2.1 ou EGAIV, deuxième partie, par. 2.8.

2. Énoncer la propriété d'exactitude du module de Dieudonné ([Be] 2.4.1) et esquisser la
preuve. Corollaire : commutation au changement de base d'anneaux de valuation parfaits.

3. Indiquer la construction du foncteur quasi-inverse.

6 Groupes p-divisibles I

1. Motivations pour les groupes p-divisibles : a) pour un schéma abélien, le groupe p-divisible
contient de l'information que le complété formel de contient pas (partie étale ; cf th. de
Serre-Tate, exposé 13) ; b) il y a une bonne théorie sur une base quelconque alors que la
notion de groupe formel non formellement lisse n'est pas claire ; c) ils sont le bon objet qui
contient les groupes �nis, et dont la classi�cation se relie par passage à la limite à celle des
groupes �nis.

2. Dé�nition, hauteur, Frobenius, Verschiebung, dualité de Cartier (on soulignera la di�érence
avec les groupes de Lie formels pour lesquels, sur une base arbitraire, il n'y a pas de dualité
de Cartier, voir notamment [Z] 2.34). Références : [Ta1], [Se2], [Me] I.

3. Exemples ([Me] I.3).

4. Sur une base locale hensélienne : décompostion connexe-étale (passer à la limite à partir de
[Ta2] 3.7, cf aussi [Ri] 1.7). La décomposition connexe-étale commute au passage au point
fermé mais pas au passage à un point générique.

5. Si la base est un corps, un groupe p-divisible est un groupe formel de p-torsion dans lequel
p : G→ G est une isogénie ([Sh] p. 61).

7 Groupes p-divisibles II

1. Lissité formelle des groupes p-divisibles sur une base locale noethérienne complète : tout
groupe p-divisible connexe est un groupe de Lie formel ([Ta1] 2.2 ou [Ri] 3.3). Application :
dé�nition de la dimension d'un groupe p-divisible et égalité dim(G) + dim(G′) = ht(G)
([Ri] 3.5).
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2. Lissité formelle sur une base dans laquelle p est nilpotent : tout groupe p-divisible est
formellement lisse ([Me] II.3.3.13) donc sa composante neutre est un groupe de Lie formel
([Me] II.3.3.18).

3. Classi�cation : on indiquera comment les classi�cations des schémas en groupes �nis locale-
ment libres passent à la limite pour donner des classi�cations pour les groupes p-divisibles :
c'est un prolongement de l'exposé 4 sur un corps parfait, et de l'exposé 5 sur un anneau
de valuation parfait.

8 Le groupe p-divisible d'un schéma abélien

1. Lien entre le groupe formel du groupe p-divisible d'un schéma abélien et le complété formel
du schéma abélien le long de la section neutre (au moins lorsque la base est un corps).

2. Rappels sur p-rang d'un schéma abélien. En particulier, on traitera exhaustivement le
cas d'un corps de base, i.e. [Mu] parag. 15, en admettant seulement la démonstration du
théorème 1 p. 143 (et peut-être aussi celle du théorème 3 p. 48).

3. Hauteur et dimension deA(p) (resp.A(p)0), et lien avec p-rang et ordinarité-supersingularité
des �bres ([Sh] parag. 5).

4. Groupe p-divisible dual et schéma abélien dual ([Sh] parag. 5).

9 Homomorphismes de groupes p-divisibles, car(K) = 0

Les références sont [Ta1], [Se2]. et [Sh] parag. 5-6. Illustrer chaque dé�nition avec l'exemple
G = Gm(p).

1. �bre générique, module de Tate, comodule de Tate

2. accouplement de Tate (parfait, d'après celui de Cartier), H0(G, C) = K et accouplement
sur sections, twists à la Tate

3. logarithmes et accouplement logarithmique

4. perfection des deux accouplements (sections et logarithmique), corollaires sur la dimension,
décomposition de Hodge-Tate et puissances symétriques du module de Tate

5. le théorème principal : HomR(G,H)
∼−→ HomK(GK , HK)

10 Site cristallin et cristaux

Motivation pour les puissances divisées (PD) et le site cristallin. Rudiments sur le site
cristallin, incluant au minimum le chapitre IV de [G] :

- aspects algébriques : anneaux à puissances divisées (PD-anneaux), exemples, morphismes de
PD-anneaux, extension de PD, morphismes compatibles aux PD, enveloppe à PD d'un anneau
(cf [G], chap. IV ou [SP], chap. Crystalline cohomology).

- site cristallin Zariski ou fppf d'un schéma ([BBM] chap. 1), faisceaux sur le site cristallin ;
les trois faisceaux fondamentaux OS/Zp

, i∗OS , et IS/Zp
. Cristaux en modules, (quasi-)cohérents,

localement libres.
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11 Le cristal de Dieudonné d'un groupe p-divisible

On exposera la construction du crital de Dieudonné D(G) = Ext1S/Zp
(G,OS/Zp

) faite dans
[BBM].

12 Homomorphismes de groupes p-divisibles, car(K) = p

1. Il s'agit de la bijection HomR(G,H)
∼−→ HomK(GK , HK), établie par Tate en caractéris-

tique générique 0 (éxposé 9). En caractéristique p > 0, on énoncera le résultat plus général
de de Jong sur les F -cristaux. On ne donnera pas la preuve, mais on expliquera pourquoi
il implique le théorème d'homomorphismes (cf. [dJ] et les références qui s'y trouvent).

2. On démontrera les corollaires suivants : critères de bonne réduction et de réduction semi-
stable ([dJ] 2.5), et Hom(A,B)⊗ Zp = Hom(Tp(A), Tp(B)) = Hom(A(p), B(p)) ([dJ] 2.6.,
[Sh] p. 74).

13 Le groupe p-divisible d'un schéma abélien : relèvement le long

d'un épaississement

Il s'agit du théorème de Serre et Tate. On suivra la preuve de Drinfeld [Dr], exposée dans
[Ka] 1.1-1.2.1 et [Do]. Utiliser [Mu] pour les dé�nitions de base. (D'autres preuves sont données
dans [Me] V.2.3 et appendice, et [I2] A.1.3.)
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