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La direction de
['université a déclaré que
I'instauration de la
mixité < bouleverserait
I'ordre académique .

‘Noether est |'une des

deux seules femmes,

parmi les 986 étudiants
de I'université.

Elle doit demander
personnellement la
permission de chaque
pkofesseur dont elle veut
suivre .le cours.
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— Que penseront nos
soldats, quand ils
reviendront a |'université
et verront qu'ils doivent
apprendre aux pieds 1915 Invitée par Hilbert et Klein
d'une femme ? 1922 3 |'université de Gottingen
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1015 3 |'université d'Erlangen

— Je ne vois pas

pourquoi le sexe de la
candidate serait un
argument contre son
admission comme
Privatdozent. Apres
tout, nous sommes une
université, pas des bains
publics. ‘- ;




Richard Dedekind
1831 - 1916

1907
1915

1915
1922

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen



Helmut Hasse
1898 — 1979

1907
1915

1915
1922

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen



Biographie

1882

1900

1901

1903

1903

1903
1907

Naissance de Noether a Erlangen

Obtention d'un diplome pour
enseigner les langues dans
une école de jeunes filles

Etudes 3 I'université d'Erlangen
Reiferpriifung a Nuremberg

Etudes d’astronomie et
de mathématiques
a l'université de Gottingen

Etudes de mathématiques
a l'université d’Erlangen

1907
1915

1915
1922

1922
1923

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen

Privatdozent
a l'université de Gottingen



Biographie

1882

1900

1901

1903

1903

1903
1907

Naissance de Noether a Erlangen

Obtention d'un diplome pour
enseigner les langues dans
une école de jeunes filles

Etudes 3 I'université d'Erlangen
Reiferpriifung a Nuremberg

Etudes d’astronomie et
de mathématiques
a l'université de Gottingen

Etudes de mathématiques
a l'université d’Erlangen

1907
1915

1915
1922

1922
1923

1923
1032

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen

Privatdozent
a l'université de Gottingen

Lehrauftrag fiir Algebra
a l'université de Gottingen



Biographie

1882

1900

1901

1903

1903

1903
1907

Naissance de Noether a Erlangen

Obtention d'un diplome pour
enseigner les langues dans
une école de jeunes filles

Etudes 3 I'université d'Erlangen
Reiferpriifung a Nuremberg

Etudes d’astronomie et
de mathématiques
a l'université de Gottingen

Etudes de mathématiques
a l'université d’Erlangen

1907
1915

1915
1922

1922
1923

1923
1032

1933
1935

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen

Privatdozent
a l'université de Gottingen

Lehrauftrag fiir Algebra
a l'université de Gottingen

Invitation a Bryn Mawr
puis a Princeton



e

Richard Brauer
1901 - 1977

rlangen

pur

1907
19015

1915
1922

1922
1923

1923
1032

1033
1935

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d'Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen

Privatdozent
a l'université de Gottingen

Lehrauftrag fiir Algebra
a l'université de Gottingen

Invitation a Bryn Mawr
puis a Princeton



Biographie

1882

1900

1901

1903

1903

1903
1907

Naissance de Noether a Erlangen

Obtention d'un diplome pour
enseigner les langues dans
une école de jeunes filles

Etudes 3 I'université d'Erlangen
Reiferpriifung a Nuremberg

Etudes d’astronomie et
de mathématiques
a l'université de Gottingen

Etudes de mathématiques
a l'université d’Erlangen

1907
1915

1915
1922

1922
1923

1923
1032

1933
1935

1935

Enseigne (bénévolement !)
a l'université d’Erlangen

Invitée par Hilbert et Klein
a l'université de Gottingen

Privatdozent
a l'université de Gottingen

Lehrauftrag fiir Algebra
a l'université de Gottingen

Invitation a Bryn Mawr
puis a Princeton

Mort de Noether a Bryn Mawr



Un monde mathématique
en pleine effervescence



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité

‘“\:.'
Albert Einstein
1879 — 1955




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

<
Erwin Schrodinger
1887 — 1961




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

Richard Dedekind
1831 - 1916




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

Ernst Kummer
1810 — 1893

=
{




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L'analysis situs (topologie)



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L’analysis situs (topologie)
nouvelles méthodes de calcul
pour étudier les formes géométriques



Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L'analysis situs (topologie)
nouvelles méthodes de calcul
pour étudier les formes géométriques

Henri Poincaré
1854 — 1912




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L’analysis situs (topologie)
nouvelles méthodes de calcul
pour étudier les formes géométriques

> La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance



> La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

Felix Klein
1849 - 1925




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L’analysis situs (topologie)
nouvelles méthodes de calcul
pour étudier les formes géométriques

La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

La géométrie algébrique



Un m

> La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

> La géométrie algébrique

Max Noether
1844 — 1921




Un nm 5

> La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

> La géométrie algébrique

David Hilbert
1862 — 1943




Un monde mathématique
en pleine effervescence

> La physique
relativité, mécanique quantique

> La théorie algébrique des nombres
démonstration de nouveaux cas
du théoreme de Fermat

> L’analysis situs (topologie)
nouvelles méthodes de calcul
pour étudier les formes géométriques

La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

La géométrie algébrique

L'algebre



Un m

David Hilbert
1862 — 1943

La géométrie
focus sur les transformations
et leurs propriétés d'invariance

La géométrie algébrique

L'algebre



L’algebre



L’algebre

C’est traditionnellement |'art de faire des calculs

(développement, factorisation, résolution d'équations...)



L’algebre

C’est traditionnellement |'art de faire des calculs

(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul



L’algebre
C’est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul
Définition
Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire

> des additions

> des soustractions
> des multiplications



y <

L’algebre

C’est traditionnellement |'art de faire des calculs

(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications




L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples



L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples

> |es nombres



L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples

> |es nombres : les entiers, les rationnels, les réels



L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples

> |es nombres : les entiers, les rationnels, les réels, les congruences



L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples

> |es nombres : les entiers, les rationnels, les réels, les congruences
> |es fonctions



L’algebre
C'est traditionnellement |'art de faire des calculs
(développement, factorisation, résolution d'équations...)

mais elle se transforme et devient une réflexion sur le calcul

Définition

Un anneau est un ensemble sur lequel on peut faire
> des additions

> des soustractions
> des multiplications

Exemples

> |es nombres : les entiers, les rationnels, les réels, les congruences

> |es fonctions : continues, dérivables...
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PARTIE 2

Den Inhant der voliergenden Arbeit bildet die libertragung der Zerlegungssatze
der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der ldeale in algebraischen Zahlkorpern
auf Ideale in beliebigen Intergntats allgemeiner ngbere|chen '

{-]

Im folgendeb wird nun ein allgemeiner Ringbereich zugrunde gelegt, der nur der
Endlichkeitsbedingung gentigen muB, daB jedes Ideal des Bereichs eine endllche
Indealbasis besitzt.



PARTIE 2

Le but de ce travail est d'étendre les théoremes de factorisation des entiers
algébriques, ou plus précisément des-idéaux d’entiers algébriques des corps de
nombres, aux idéaux des anneaux mtegres voire méme d’'anneaux generaux

Dans ce qui suit, nous supposerons donné uniquement un anneau général,
vérifiant la condition de finitude stipulant que chaque ldeal possede une base

flme
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L'arithmétique

Richard Dedekind Ernst Kummer
1831 - 1916 1810 — 1893
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Factorisation des entiers

Définition
Un nombre premier est un nombre qui n'est pas le résultat
d'une multiplication de deux nombres plus petits que lui

Théoreme
Tout entier s'écrit de maniére unique, a |'ordre pres,

comme produit de nombres premiers

2024 = 2 X 1012
=2X2XK0ob
=2X2X2X253

=2X2X2X11 X 23
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Plus grand commun diviseur (pgcd)

Que vaut PGCD(4,6)?
Diviseurs de 4 : 1, 2, 4
Diviseursde 6 : 1, 2, 3, 6

donc PGCD(4,6) = 2

Que vaut PGCD(2024,2156) ?
2024 =2 X2 X2X 11 X 23
2156 =2 X 2 X 7 X 7 X 11

donc PGCD(2024, 2156)
=2X2X11 =44

Théoreme (Bézout)
PGCD(a, b) est le plus petit nombre
strictement positif qui s'écrit sous

la forme au + bv avec u, v entiers

Exemples
2=(-1)x4+1x6
44 =16 x 2024 + (—15) x 2156
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L’équation x2 + y? = 72
=z —x = (z—x)(z + x)
Théoreme

Si PGCD(a, b) =1 et ab est un carré, alors a et b sont des carrés

L’équation x3 + y3 = 23

22 = (x+y)(x® — xy + y?)



L’équation x2 + y? = z°
=z —x = (z—x)(z + x)
Théoreme

Si PGCD(a, b) =1 et ab est un carré, alors a et b sont des carrés

L’équation x3 + y3 = 23
22 = (x +y)(x* = xy +y?) = (x + y)(x +jy)(x =y = jy)

A+j+1=0



L’équation x2 + y? = z°
=z —x = (z—x)(z + x)
Théoreme

Si PGCD(a, b) =1 et ab est un carré, alors a et b sont des carrés

L’équation x3 + y3 = 23
22 = (x +y)(x* = xy +y?) = (x + y)(x +jy)(x =y = jy)

A+j+1=0
Théoreme
777
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L’anneau Z[,/15]

Objectif : faire de I'arithmétique avec des nombres de la forme a + b,/15

14 =2X7
= (1+«/15) X (f 1+,/15)
Il devrait y avoir une décomposition raffinée commune
car en fait 2 et 1 + /15 ne devraient pas étre premiers entre eux.
= En effet, si c'était le cas, ils mettraient en défaut le théoreme de Bézout.

Kummer introduit un nouveau nombre, qu'il appelle nombre idéal,
qui joue ce réle de PGCD manquant. Il est noté (2,1 + ,/15).

<2,1+\/ﬁ>: {2u+(1+\/T5)v}
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Les polynémes

x?2—3x+2=(x—-1)(x—-2)




Les polynémes

x?2—3x+2=(x—-1)(x—-2)

=il 0
=il 0
L t




Les polynémes

x?2—3x+2=(x—-1)(x—-2)

t t @
=il 0 1
=il 0 1
L t @

x3—3x2 —x+3=(x+1)(x—1)(x—3)
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Les polynémes

x—2y+1

x>+ y?2 -1




Les polynémes

x—2y+1

x> +y’>—1

x3 — 2x%y — xy? + 2y
+x2—y?—x+2y—1




Les polynémes

x—2y+1
x> +y’>—1
x3 — 2x%y — xy? + 2y

+x2—y?—x+2y—1
= (x -2y +1)(x* +y* - 1)




Les polynémes

x—2y+1
x?4+y? -1
x3 —2x%y — xy? 4 2)3

+x2—y?—x+2y—1
=(x—2y+1)(x*+y*-1)

x—2y+1
X2+y2—1




X6y _ X4y3 _ X2y5 +y7 _ 8X6 + 36X4y2+
8x%y* — 36y°® — 355x"y + 230x%y3 + 485y°+
1048x* — 3800x%y? — 2648y* + 20355x°%y —
645y3 — 37400x2 + 72500y2 — 302625y + 405000

R RN

Xy +y* —

x?> — y? + 10y — 25 x? —y? 4+ 18y — 81
8y — 25y + 200 / \ / \
X +y? —25 \ X+y—5 o x—y+9



xBy — xty3 — x2y5 + y7 — 8x0 + 36x*y%+
8x2y* — 36y°® — 355x*y + 230x%y3 + 485y°+
1048x* — 3800x%y? — 2648y* + 20355%%y —
645y°> — 37400x2 4 72500y% — 302625y + 405000

N

X2y +y3 - x?> — y? + 10y — 25 x? —y? +18y — 81

8y — 25y + 200 / \ / \
x% 4 y? —25 \ X+y—5 x—y+9
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et les anneaux noethériens <
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Le principe de récurrence revisité

xOy — x*y3 — x2y5 +yT — 8x° 4+ 36x*y%+
8x%y* — 36y°® — 355x"y + 230x%y> + 485y°+
1048x* — 3800x%y? — 2648y* + 20355x%y —
645y°> — 37400x° + 72500y? — 302625y + 405000

R RN

X2y +y7 = x2 — y? + 10y — 25 x2—y?4+18y — 81

8y — 25y + 200 / \ / \
x? 4 y? 725 \ xX+y—5 X—y+9
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Le principe de récurrence revisité

Condition de Noether
(ou condition de chaine)

Il n'existe pas de suite infinie
d’'élements idéaux dont chacun divise
(strictement) le suivant

Ou encore

(a1, ap,a3,...) =(a1,az,...,an)
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Les anneaux de nombres

> les entiers usuels : Z Les anneaux hybrides
> les entiers algébriques : Z[./15] Z[‘/15] [x,y,z,...]

> |es congruences : Z/NZ

> les entiers p-adiques : Z,

Les anneaux de fonctions
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