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Kolja Knauer
LIS, Aix-Marseille Université
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la châıne C3 de longeur 3



Posets
un poset/Partially Ordered SET/ensemble partiellement ordonné est une
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couple P = (X,≤), d’un ensemble X est une relation binaire telle que :

1. x ≤ x (réfléxive)
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Polynôme d’Ehrhart du polytope d’ordre



Ma liste de choses à faire
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Dimension d’un poset
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Dimension d’un poset
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Idéaux
Extensions linéaires
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Idéaux



Ma liste de choses à faire
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éaire

Jour 1 Jour 1+2

Idéaux



Idéaux



poset P = (X,≤)

a

b

c

Idéaux
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j au dessus d’exactement un
élément dans le diagramme

J (L) le sous-poset des
join-irréductibles
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Idéaux
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ordonné par inclusiona

b

c

I(P )

∅
{a} {c}

{a, c}

{a, b, c}
{a, b}

treilli distributif

(M,⊆) tel que M ⊆ P(X) est clos par ∪ et ∩

Idéaux
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poset P = (X,≤) châıne C = (X,≤E) est une extension linéaire de P si
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plusieures façons de voir :

extraire itérativement des minimums
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les idéales sont aussi des homomorphismes, mais de P à C2, par exemple
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b

a

c

d

plusieures façons de voir :

extraire itérativement des minimums

homorphismes surjectifs à C|X|

ϕ : X → {0, . . . , |X| − 1} tel que
x ≤ y =⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y)

châınes maximales dans (I(P ),⊆)

∅
{c}{a}

{a, c}{a, b}
{a, b, c} {a, c, d}

{a, b, c, d}

abcd
acbd

acdb

cadb

cabd

le N a 5 extensions linéaires

les idéales sont aussi des homomorphismes, mais de P à C2, par exemple
{a, b, c} ∼= [ϕ(x) = 0 si x ∈ {a, b, c} et 1 sinon].

surjectif sauf ∅ et P
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Le polynôme d’ordre
ΩP (k) = |{ϕ | ϕ homomorphisme de P à ({0, . . . , k − 1},≤)}|

seulement définit pour k ∈ N

LPX
(1) = |I(X)|

ΩP (k) =
∑|P |

i=1 εi
(
k
i

)
ΩN (k) =

∑|N |
i=1 εi

(
k
i

)
= ε1k + ε2

(
k
2

)
+ ε3

(
k
3

)
+ ε4

(
k
4

) b

a

c

d

nombre ext. linéaires
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nombre d’élélements
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seulement définit pour k ∈ N

LPX
(1) = |I(X)|

ΩP (k) =
∑|P |

i=1 εi
(
k
i

)
ΩN (k) =

∑|N |
i=1 εi

(
k
i

)
= ε1k + ε2

(
k
2

)
+ ε3

(
k
3

)
+ ε4

(
k
4

) b

a

c

d

= 1k + 6
(
k
2

)
+ ε3

(
k
3

)
+ 5
(
k
4

)
= 1k + 6

(
k
2

)
+ 10

(
k
3

)
+ 5
(
k
4

)

nombre ext. linéaires

nombre d’élélements
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ΩP (t) =

∑n
i=0 ait

i avec a0, . . . , an ∈ Q, a0 = 0 et an = `
n! .
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nombre d’élélements
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Quest : Est-ce que les coefficients ai de Ω sont
positifs pour un poset zig-zag ?
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Le polynôme d’ordre II
ΩP (k) = |{ϕ | ϕ homomorphisme de P à ({0, . . . , k − 1},≤)}|
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L avec i arêtes vers F
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∃i tq si i′ ≤ i ≤ i′′ alors ω(i′) ≤ ω(i) ≥ ω(i′′)
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ai  aj ≤Li bj pour tout j 6= i

=⇒ dim(Sn) ≥ n

ai 7→ ei = (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Nn
i

bi 7→ e′i = (1, . . . 1, 0, 1, . . . , 1) ∈ Nn

i

tout les ai incomparables



Dimension d’un poset
Lemme : ∀n∃X tq dim(X) = n. Sn

n

a1 an

b1 bn

Li extension linéaire tq bi ≤Li
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Polynôme d’Ehrhart
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en R :

a b
{ta+ (1− t)b | t ∈ [0, 1]}{x ∈ R | a ≤ x ≤ b}

en R2 :

a

b

x ∈ R2 | x1 ≤ b1−x1 ≤ −a1{ }
b2−a2

b1−a1
x1 − x2 ≤ b2−a2

b1−a1
a1 − a2

a2−b2
b1−a1

x1 + x2 ≤ a2−b2
b1−a1

a1 + a2

{ta+ (1− t)b | t ∈ [0, 1]}

v1

v2 v3

v4

a11 a
1
2

a21 a
2
2

a31 a
3
2

a41 a
4
2

x1
x2 ≤

b1
b2x ∈ R2 |{ }

{
∑4

i=1 λivi |
∑4

i=1 λi = 1&λi ≥ 0}

conv(v1, . . . , v4)

{x ∈ Rn | Ax ≤ b} {
∑k

i=1 λivk |
∑k

i=1 λi = 1&λi ≥ 0}
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{x ∈ Rn | Ax ≤ b} {
∑k

i=1 λivk |
∑k

i=1 λi = 1&λi ≥ 0}
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ou

l’hypercube Qn de dimension n est

{x ∈ Rn | Ix ≤ 1&− Ix ≤ 0} conv(v | v ∈ {0, 1}n)=

⊇ conv(v | v ∈ {0, 1}d) = {
∑k

i=1 λivi |
∑k

i=1 λi = 1&λi ≥ 0}

si tout les vi sont 1 dans l’entrée j, donc
∑k

i=1 λivi l’est aussi

si tout les vi sont 0 dans l’entrée j, donc
∑k

i=1 λivi l’est aussi
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ordonnés par inclusiona

b

c

I(X)

∅
{a}

{a, b, c}
{a, b}

treilli distributif

polytope d’ordre PX = conv{vecteurs characteristiques de I(X)}
= {x ∈ [0, 1]n | xi ≤ xj si i ≥ j en X}

⊆

111

101
001

000
100

110

vecteurs characteristiques sont en [0, 1]n et satisfont les inégailtées

leurs combinaisons convexes aussi...

⊇ soit x ∈ {x ∈ [0, 1]n | xi ≤ xj si i ≥ j en X}

{a, c}
{c}

soit i la plus petite coordonées non-zero.
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Le polynôme d’Ehrhart

Q2

LQ2(k)

k 1

4

2

9

3

16
2Q2

3Q2



Soit P ⊂ Rn un polytope avec sommets entiers et k ∈ N,

LP (k) := |kP ∩ Zn|.
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mathématicien français.
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y ≤ x ∈ I =⇒ y ∈ I
I(X) les idéaux de X
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ordonnés par inclusiona

b

c

I(X)

∅
{a} {c}

{a, c}

{a, b, c}
{a, b}

treilli distributif

polytope d’ordre PX = conv{vecteurs characteristiques de I(X)}
= {x ∈ [0, 1]n | xi ≤ xj si i ≥ j en X}
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ordonnés par inclusiona

b

c

I(X)

∅
{a} {c}

{a, c}

{a, b, c}
{a, b}

treilli distributif

polytope d’ordre PX = conv{vecteurs characteristiques de I(X)}
= {x ∈ [0, 1]n | xi ≤ xj si i ≥ j en X}
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