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Garrett Birkhoff, (1911-1996), mathématicien américain.

Son pere est le mathématicien George David Birkhoff.
Apres avoir étudié a 'université Harvard jusqu’'en 1932,
Garret poursuivit sa formation a Cambridge. Membre
de la Société des amis de Harvard, il passa le reste de
sa carriere a y enseigner.
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Quest : Est-ce que les coefficients a; de {2 sont
positifs pour un poset zig-zag ?
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. {zeRT|_ -, et d-0b|te(0,1]}
Pty — 1y < PE2a; — ag
% af a3l {32y i | iy di = 16eA; > 0
L1
fw e R2 || 927 < o)}
V1 4 ay a b3 ’
at a bs!  conv(vy,...,vy)

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{zeR? Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}



Polytopes

en R : . bo{xER]aS:cgb} {ta+ (1 —1t)b|te]0,1]}
en R? as—bo az—b
p bi—ay 1 + T2 < rotar +ag
<b
RZ| “1 =71 3 f4g 4 (1 —¢ 1
. {zeRT|_ -, et d-0b|te(0,1]}
Pty — 1y < PE2a; — ag
% af a3l {32y i | iy di = 16eA; > 0
L1
fw e R2 || 927 < o)}
V1 4 ay a b3 ’
at a bs!  conv(vy,...,vy)

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{w€R" [Av<b}  ou {F30, vk | 22, A = 1 > 0)
‘H-description V-description



Polytopes

en R : . bo{xER]aS:cgb} {ta+ (1 —1t)b|te]0,1]}
en R? : g —bo o —bo
p bi—ay 1 + 2 < P ran + a2
<b
R2| P =1 \fta+ (1—0)b|t 1
. {zeRT|_ -, et d-0b|te(0,1]}
292y — 3y < 22%20y — ag
< af a3l {20 i | 325 A = 1 > 0}
fw e R? |1 %217 < |bol} y
U1 4 ar Qs b3
at a bs!  conv(vy,...,vy)

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR? Az <b}  ou  {3F Nup |37, A =1&\ >0}
‘H-description V-description

théoreme fondamentale des polytopes



Polytopes

en R : . bo{xER]aS:cgb} {ta+ (1 —1t)b|te]0,1]}
en R? : g —bo o —bo
p bi—ay 1 + 2 < P ran + a2
<b
R2| P =1 \fta+ (1—0)b|t 1
. {zeRT|_ -, et d-0b|te(0,1]}
292y — 3y < 22%20y — ag
< af a3l {20 i | 325 A = 1 > 0}
fw e R? |1 %217 < |bol} y
U1 4 ar Qs b3
at a bs!  conv(vy,...,vy)

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR? Az <b}  ou  {3F Nup |37, A =1&\ >0}
‘H-description V-description

/ théoreme fondamentale des polytopes \
hyperplans sommets



N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}



N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

Ry, WERT[Az<b} ou (3T Ny | 0L, A = 186N > 0}

vhe

Tetrahedron Cube Octahedron

Dodecahedron lcosahedron




N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

o (WERMATSBY ou {YF o | TE, A = 16 > 0)

Ve+09080

Tetrahedron Cube Octahedron rruncare rerraneron CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON

Dodecahedron lcosahedron
TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON

TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON




N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

o (WERMATSBY ou {YF o | TE, A = 16 > 0)

vV4+092099

Tetrahedron Cube Octahedron rruncare rerraneron CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON

Dodecahedron lcosahedron . . . .

TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON

TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

<——non-borné !




N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

o (WERMATSBY ou {YF o | TE, A = 16 > 0)

v6+090d

Tetrahedron Cube Octahedron muncare TeTranebron CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON
Dodecahedron leosahedron . . . .
TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON
TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

<— non-convexe |




N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

R3 {z eR"[Az <0} ou {00 Nup | S0 A = 1&A; > 0}

vo+00089

Tetrahedron Cube Octahedron runcareo TeTRaHepRoN CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON

Dodecahedron lcosahedron . . . .
TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON

TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

- N <—— pas de descripiton fini !



N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

R3 {zeR"[Az <b}  ou {Zz 1)‘%‘22 LA = 1&A; > 0}

vo+00089

Tetrahedron Cube Octahedron rruncarep TeTraHebrON CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON
Dodecahedron leosahedron . . . .
TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON
TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

OK!




N\
Polytopes
un polytope est un ensemble borné P C R™ qui peut €tre écrit comme :

3 {TERM[Az<b}  ou {TF N | 10N = 1&N > 0}

en R

V509

Tetrahedron Cube Oictahedron muncare TeTranebron CUBOCTOHEDRON TRUNCATED CUBE TRUNCATED OCTOHEDRON ~ RHOMBICUBOCTOHEDRON
Dodecahedron leosahedron . . . .
"l.,\ TRUNCATED CUBOCTOHEDRON SNUB CUBE ICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED DODECAHEDRON
TRUNCATED ICOSAHEDRON RHOMBICOSIDODECAHEDRON TRUNCATED ICOSIDODECAHEDRON SNUB DODECAHEDRON

OK'!  on se concentre sur I'hypercube




N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")




N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

D conv(v | v € {0,1}) = {32F . Moy | S5 A = 1&\; > 0}



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

D conv(v | v € {0,1}) = {32F . Moy | S5 A = 1&\; > 0}

. y / . k 7 -
si tout les v; sont 1 dans I'entrée j, donc ) ., A\;v; I'est aussi



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

D conv(v | v € {0,1}) = {32F . Moy | S5 A = 1&\; > 0}

. y / . k 7 -
si tout les v; sont 1 dans I'entrée j, donc ) ., A\;v; I'est aussi
. y / o k 7 "
si tout les v; sont 0 dans I'entrée j, donc ) ., A\;v; I'est aussi



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

D conv(v | v € {0,1}) = {32F . Moy | S5 A = 1&\; > 0}

si tout les v; sont 1 dans lI'entrée 5, donc Zle A\;U; |'est aussi
si tout les v; sont O dans |'entrée 7, donc Zle A\;U; |'est aussi
sinon |'entrée j, de Zle \;v; est entre 0 et 1



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

C Induction sur n : soitzx € {x e R" | [x < 1& — [x < 0}



N\ . !
Polytopes : |'hypercube
un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}
I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")

C Induction sur n : soitz € {x e R" | [x < 1& — Iz < 0}
sin=1:0<zx<1 = z=(1—-t)-0+t-1pourt=ucx.



Polytopes : |'hypercube

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}

I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")
_ o o
' :
C Induction sur n : soitzx € {x e R" | [x < 1& — [x < 0}

sin=1:0<zx<1 = z=(1—-t)-0+t-1pourt=ucx.

si n > 1 :efface premiere cordonée x; de x
~ g e{r e R | Io <1& — Iz < 0}



Polytopes : |'hypercube

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}

I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")
_ o o
' :
C Induction sur n : soitzx € {x e R" | [x < 1& — [x < 0}

sin=1:0<zx<1 = z=(1—-t)-0+t-1pourt=ucx.

sin > 1 :efface premiere cordonée 1 de x
wx E{:I:ER” 1|Ix<1& Iz <0}
2 =30 N et 7\ = 1&)\; > 0}



Polytopes : |'hypercube

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :

{zeR” Az <b}  ou  {3F Nup | S5, A =1&\ >0}

I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")
_ o o
' :
C Induction sur n : soitzx € {x e R" | [x < 1& — [x < 0}

sin=1:0<zx<1 = z=(1—-t)-0+t-1pourt=ucx.

sin > 1 :efface premiere cordonée 1 de x
~ E{:I:ER" L |Ix<1& Iz <0}

:EO/TZ’L L A etzz LA =1&M > 0}

v, est v; plus premiere cordonnée 0/1



Polytopes : |'hypercube

un polytope est un ensemble borné P C R"™ qui peut €tre écrit comme :
{weR" [Av<bh  ou {F30, vk | 2, A = 1 > 0)

I'hypercube (),, de dimension n est

{reR" | [x <1& - Iz <0} = conv(v|ve{0,1}")
_ o o
' :
C Induction sur n : soitzx € {x e R" | [x < 1& — [x < 0}

sin=1:0<zx<1 = z=(1—-t)-0+t-1pourt=ucx.

si n > 1 :efface premiere cordonée z; de x
wx E{xER” 1 |Ix<1& Iz <0}
x’ —ZZ L A etzz LA =1&M > 0}
v/ est v; plus premiére cordonnée 0/1

1

v = (2130 Nvd) + (1 — 1) 5 M)









Le polytope d ordre

poset X

I C X est un idéal si
y<zxecl — yel



Le polytope d ordre

oset X
P I C X est un idéal si

y<zxecl — yel

I ocC Z(X) les idéaux de X

. ordonnés par inclusion



Le polytope d ordre

t X (X
BSat I C X est un idéal si (X)

y<zxel — yecl

I ocC Z(X) les idéaux de X

. ordonnés par inclusion



Le polytope d ordre

t X (X
POSE I C X est un idéal si (X)

y<zxecl — yel

ocC Z(X) les idéaux de X
ordonnés par inclusion



Le polytope d ordre

t X (X
PoSE I C X est un idéal si (X)

y<zxecl — yel
ocC Z(X) les idéaux de X
. ordonnés par inclusion {CL}%i



Le polytope d ordre

t X (X
PoSE I C X est un idéal si (X)

y<zxecl — yel

ocC Z(X) les idéaux de X
. ordonnés par inclusion {ate {c}



Le polytope d ordre

t X T(X
BSat I C X est un idéal si (X)

y<zrxel — yel

oc  I(X) les idéaux de X {a,c}
a ordonnés par inclusion {a}



Le polytope d ordre

t X (X
PoSE I C X est un idéal si (X) fa,b,c)
y<zrxel — yel o
- {a,b}
ocC Z(X) les idéaux de X {a,c}
. ordonnés par inclusion {a}



Le polytope d ordre

poset X I C X est un idéal s 7(X) treEICILi gisct}ributif

b y<zrel — yel {a,b} 7

I ®cC Z(X) les idéaux de X 7 {a,c}
ordonnés par inclusion {a}



Le polytope d ordre

% T(X e e e
pose I C X est un idéal s (X) tre%ICI; glsct}rlbutlf
b y<zrel — yel 7
o {a, b}
®cC Z(X) les idéaux de X {a,c}
. ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}



Le polytope d ordre

poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gisct}rilljlﬂf
b y<zxel = yel 110(a.b} T
ocC Z(X) les idéaux de X | {a,c} 101
. ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}



Le polytope d ordre

poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gisct}rilljlﬂf
b y<zxel = yel 110(a.b} T
ocC Z(X) les idéaux de X | {a,c} 101
. ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées
leurs combinaisons convexes aussi...



Le polytope d ordre

poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gisct}rilljlﬂf
b y<zxel — yel 110{a.b} T
J"e¢. I(X) les idéaux de X | {a,c} 101
a . ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées
leurs combinaisons convexes aussi...



Le polytope d ordre

poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gisct}rilljlﬂf
b y<zxel — yel 110{a.b} T
J"e¢. I(X) les idéaux de X | {a,c} 101
a . ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}



Le polytope d ordre

poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gisct}rilljlﬂf
b y<zxel — yel 110{a.b} T
J"e¢. I(X) les idéaux de X | {a,c} 101
a . ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}



Le polytope d ordre

poset X I C X est un idéal s Z(X) treglclzi gisct}r”flﬂf
0.1 nyGI:yGI ]_]_O{Cbb} o
4 Z(X) les idéaux de X | {a,c} 101
ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées
leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}

soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;



Le polytope d ordre

(X e e e
I C X est un idéal si ) treycl; glsct]rllflﬁf

y<zxecl — yel

b
110ia,b
3 I(X) les idéaux de X ;b {a,c} 101
. ordonnés par inclusion  100{a} 001
000

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z €[0,1]" |z; <z;sii>jen X}

C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

poset X

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}

soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;

reste p; et recurse.



!
Le polytope d ordre
I C X est un idéal si e treﬂlzi gis’ct]rilljlljtlif
b y<zrel — yel 110{a.b) » 0y
oc) Z(X) lesidéaux de X | {a,c} 101
ordonnés par inclusion  100{a} 001
000
polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe€[0,1]"|z; <zjsii>jen X}

C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

poset X

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}

soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;

reste p; et recurse.



Le polytope d ordre

(X e e e
I C X est un idéal si ) treycl; glsct]rllljlﬁf

y<zxecl — yel

b
| 110ia,b
oc) Z(X) lesidéaux de X e b} {a,c} 101

poset X

ordonnés par inclusion  100{a} 001
000
polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={zxe[0,1]" |z; <x;sii>jen X}
C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées
leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}

soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;
reste p; et recurse.

x=pi L, +...+pi, 1,



!
Le polytope d ordre
I C X est un idéal si e treﬂlzi gis’ct]r”flljtlif
b y<zrel — yel 110{a.b) » 0y
oc) Z(X) lesidéaux de X | {a,c} 101
ordonnés par inclusion  100{a} 001
000
polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
:{CUE[O,l]n’a?ZSQEJ stgenX}

C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

poset X

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}
soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;
reste p; et recurse.
r=pi iy, + ...+ pi Ly,
pi, + ...+ pi, =plus grande entrée de z <1



!
Le polytope d ordre
I C X est un idéal si e treﬂlzi gis’ct]r”flljtlif
b y<zrel — yel 110{a.b) » 0y
oc) Z(X) lesidéaux de X | {a,c} 101
ordonnés par inclusion  100{a} 001
000
polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
:{CUE[O,l]n’a?ZSQEJ stgenX}

C vecteurs characteristiques sont en [0, 1]™ et satisfont les inégailtées

poset X

leurs combinaisons convexes aussi...
Dsoitxe{re|0,1]”|x; <zjsii>jen X}

soit ¢ la plus petite coordonées non-zero.
I; I'idéal de tout les cordonnée avec au moins cette valeure p;
reste p; et recurse.

r=pi iy, + ...+ pi Ly,

pi, + ...+ pi, =plus grande entrée de z <1

ajoute po - (0,...,0) pour que la somme soit 1.
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Le polynome d Ehrhart

Soit P C R™ un polytope avec sommets entiers et k£ € N,

Lp(k) := |kP N Z"|.

Lo,(k)[419
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Le polynome d Ehrhart

Soit P C R™ un polytope avec sommets entiers et £ € N,

Lp(k) := |kP N Z"|.

21 3] 4 Lo, (k) =(k+1)" =31, ()F

1




Le polynome d Ehrhart

Soit P C R™ un polytope avec sommets entiers et £ € N,
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Le polynome d Ehrhart

Soit P C R™ un polytope avec sommets entiers et £ € N,

Lp(k) := |kP N Z"|.

21314 Lo, () =(t+1)" =31, (5
41916125 — polynéme de degré n

— coefficients rationels

Thm (Ehrhart '62) :
Lp(t) est un polynéme de degré n avec coefficients rationels .

Eugene Ehrhart, (1906 - 2000), Le polyndme d’Ehrhart de P

mathématicien francais.
Ehrhart recoit son BAC a I'dge de 22 ans. Il était

professeur de mathématique dans plusieurs colléges et
lycées et faisait de la recherche pendant son temps libre.
Il commence a publier des papiers a |'age de 40 ans et
termine sa these de doctorat a I'age de 60 ans.




Le polynome d Ehrhart

Soit P C R™ un polytope avec sommets entiers et £ € N,

Lp(k) := |kP N Z"|.

21314 Lo, () =(t+1)" =31, (5
41916125 — polynéme de degré n

— coefficients rationels

Thm (Ehrhart '62) :
Lp(t) est un polynéme de degré n avec coefficients rationels .

Le polynéme d'Ehrhart de P

Thm (Stanely '91) : |
lls existent A, ..., h{ > 0 tels que Lp(t) = > 0 hi (7).

n
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poset X I C X est un idéal s 7(X) treEICILi gisct}ributif
be | y<zrel — yel {a,b} _7’

I 2ecC Z(X) les idéaux de X 7 la,ct
0®2 ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z€[0,2" |z <zjsii>jen X}

Lp, (1) =|Z(X)] Lpy(2) =He: X =2 Cs[i<j = ¢(i) = ¢(j)}]

! = [{Y: X = Cy i <5 = v(i) < V()Y
si tout sommet est 0/1, f
pas des somments V(i) =2 — (i)

entiers interieurs
Lpy (k)= : X = Cp1 |1 <j = ¥(i) <¢(5)}]
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poset X [ C X est un idéal si 7(X) treEICILi gis,ct}ributif
be | y<zrxel — yel {a,b} _7’

I 2ecC Z(X) les idéaux de X | la,c}
0®2 ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z€[0,2" |z; <xjsii>jen X}

Lpy(1) = |Z(X)| Lpx(2)=Hp: X = Cs|i<j = (i) = ¢(j)}]

! = [{Y: X > Cyi<j = v() <H()H
si tout sommet est 0/1, f
pas des somments V(i) =2 — (i)

entiers interieurs . ' ' .
Lpy (k)= : X = Crpa |1 <5 = (i) <¥(J)}

Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).
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pose I C X est un idéal s (X) tre%a| gls,ct}rlbutlf
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Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).
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t X (X il distributi
pose I C X est un idéal s (X)) treilli distributif
{a,b,c}

b y<zrecl — yecl
{a,b} _
oc  I(X) les idéaux de X la,c}
a ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z € [0,1]" |z; <z;sii>jen X}

Lpy(k)=H¢: X = Cra |1 <J = ¥(2) <9(5)}]
Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).

Thm : | |
Qx (1) = Yigait’ =Yg wp(@) ("),

ag,...,a, € Q et wp(0),...wp(n—1) > 0.
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pose I C X est un idéal s (X) tre%a| gls,ct}rlbutlf
b y<zrxel — yel o

. {a, 0} ¢ |
ocC Z(X) les idéaux de X {4, ¢
. ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z € [0,1]" |z; <z;sii>jen X}

Lpy(k)=[{¢: X = Crp1 |1 <j = (i) <9(4)}]

Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).

Thm : | |
Qx(t+1) = Yo bit' = 375 we(@)(777),

bo,

.., b, €Qetwp(0),...wp(n—1) 28.
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t X (X illi distributif
— I C X est un idéal si SoRereilldisEbl

{a,b,c}
b y<zrecl — yecl
{a,b} _
oc  I(X) les idéaux de X la,c}
a ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z € [0,1]" |z; <xz;sii>jen X}

Lpy(k)=H¢: X = Cra |1 <J = ¥(2) <9(5)}]
Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).

Thm : | |
Qx(t+1) = Yo bit' = 32700 wp(D)(7 7).
bo,...,b, € Qetwp(0),...wp(n—1)>0.

~+ Lp, (t) a des coefficients rationels et ils existent h, ..., hs > 0 tels que
_ N\ t+n—i
Lpy <t — Zi:O h;,k( Z Z)-
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poset X [ C X est un idéal si Z(X) treilli distributif
{a,b,c}

b y<zrecl — yecl
{a,b} _
oc  I(X) les idéaux de X la,c}
a ordonnés par inclusion {a}

polytope d’ordre Px = conv{vecteurs characteristiques de Z(X)}
={z € [0,1]" |z; <xz;sii>jen X}

Lpy(k)=[{¢: X = Crp1 |1 <j = (i) <9(4)}]

Théoreme (Stanley '86) : Lp, (k) = Qx(k+1).

Thm :

Qx(t+1) = FiLobit' = XiZo we() ("),

bo,...,b, € Qetwp(0),...wp(n—1)>0. MERCI
~+ Lp, (t) a des coefficients rationels et ils existent h, ..., hs > 0 tels que
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