Chapitre 4

Popopo - posets, polyndomes,
polytopes

Kolja Knauer

Dans ce cours, nous verrons une jolie interaction entre les ensembles
partiellement ordonnés, les polynomes et les polytopes. Cette interaction
existe grace a Richard Stanley et son article Two poset polytopes [9]. On
verra aussi comment celle-ci se retrouve comme un cas particulier de la
théorie d’Ehrhart. On prendra ces connexions comme excuse pour explorer
le monde des ordres partiels et de la géométrie discrete.

4.1 Introduction

Les ordres partiels (ou posets) sont des objets riches en applications
dans le monde réel. Ils sont utiles par exemple pour les problémes de plani-
fication (scheduling), mais aussi essentiels en combinatoire pour analyser la
structure des ensembles d’objets. Les polytopes ont aussi des nombreuses
applications, car ils sont centraux dans ’optimisation linéaire mais aussi
dans les mathématiques discretes et I'informatique théorique. Ils forment
également le coeur de la géométrie discrete. Finalement, les polyndmes,
comme les fonctions les plus simples, sont omniprésents en mathéma-
tique, informatique et leurs applications. En particulier, en combinatoire,
ils permettent souvent de représenter des aspects numériques des objets a
analyser.

Ce cours montre une des plus belles liaisons entre la théorie des ordres
partiels et la géométrie discrete que je connais. Nous présenterons com-
ment interpréter un polyndme classique des posets comme un polyndme
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associé aux polytopes. Cette observation, faite par Richard Stanley [9], nous
permet de voyager dans ces deux branches des mathématiques discretes
et de I'informatique théorique, en introduisant de concepts intéressants et
quelques problemes ouverts.

4.2 Posets

Pour plus de détails sur les posets ou simplement pour avoir une
explication différente je recommande le livre [3]. Le beau livre [11] traite
des questions de dimensions des posets.

Un poset (Partially Ordered SET) ou ensemble partiellement ordonné ou
simplement un ordre est un couple P = (X, <) formé d'un ensemble X et
d’une relation binaire < telle que pour tous x,y,z € X :

1. x < x, (réflexivité)
x<yety<x = x=y. (anti-symétrie)
x<yety<z = x <z (transitivité)

Dans un poset P = (X, <), nous disons que x,y € X sont com-

parables si x < y ou y < x. Sinon, x,y sont dits incomparables, ce
que nous dénotons par x || y. Les premiers exemples de posets sont
simplement les ordres qu’on connait depuis toujours : (N, <), (Z, <),
(Q,<), (R, <). Pour les espaces d-dimensionnels comme (IN%, <), (Z¢, <),
(Q%, <), (R*, <), on peut définir 'ordre composantes @ composantes ot
(x1,...,x3) < (y1,--.,y4) six1 < y1,...,%5 < yz. Dans le méme es-
prit on définit le maximum et minimum composantes a composantes respec-
tivement par max(x,y) = (max(x1,y1),...,max(xy,y4)) et min(x,y) =
(min(x1,y1),..., min(xg, y4))-

Un autre ordre naturel des ensembles de mots comme IN%, Z4, Q7 et R"
est 'ordre lexicographique <jey. Il est exactement I'ordre que les mots auront
dans un dictionnaire, c’est-a-dire, x <jox ysix = yous’ilexisteunl < i< d
tel que x; < y; pour tout 1 < j < ietx; <y;. Notons que a différence de
'ordre composantes a composantes, dans 1’ordre lexicographique tous les
éléments sont comparables.

Dans un poset P = (X, <), nous disons que y couvre x, noté x < y, si
x<z<y = z € {x,y} pourtoutz € X.Par exemple dans (Z, <) nous
avons x < y si et seulement si y — x = 1. Le diagramme de Hasse de P est
un placement des points de X dans le plan IR? tel que la coordonnée y de
x est inférieure a la coordonnée y de z si x < z et une aréte dessinée de x
a z si x < z. Voyez la figure 4.1 pour le diagramme de Hasse de (Z2, <).
On peut l'obtenir en appliquant une rotation de 45 degrés dans le sens
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anti-horaire a la grille Z? avec (x,y) formant une aréte si et seulement si
{1 —x1,92 — x2} = {0, 1}.

FIGURE 4.1 — Le diagramme de Hasse de (72, <).

Nous disons qu'un poset P = (X, <p) est un sous-poset induit d'un
autre poset Q = (¥,<g),si X C Yetx <gy <= «x <p y pour
tous x,y € X. Cela veut dire que Q est obtenu a partir de P en suppri-
mant quelques éléments, mais sans changer les relations entre les éléments
qui restent. Dans ce cours, nous nous intéressons surtout aux posets fi-
nis, c’est-a-dire des posets P = (X, <) ou X est fini. Une fagon d’obtenir
des posets finis est de prendre des sous-posets induits des posets décrits
ci-dessus. Par exemple, on obtient ({0,1,2}, <), ({0,1,2} x {0,1,2}, <),
({0,1,2} x {0,1,2} x {0,1}, <). Voir la figure 4.2 pour les diagrammes de
Hasse associés.

Un autre exemple important de poset fini est le treillis Booléen B,, =
(Pn, ©), ot P, dénote I'ensemble des parties de {1,...,n} et la relation
d’ordre est l'inclusion ensembliste. Le poset By est représenté en figure 4.2.
L’observateur avisé peut constater que ce poset est “essentiellement le meé-
me” que ({0,1} x {0,1} x {0,1} x {0,1}, <). Nous précisons maintenant
ce que “essentiellement le méme” veut dire.

Soient P = (X, <p) et Q = (Y, <) deux posets et ¢ : X — Y une
fonction. On dit que ¢ est un homomorphisme six <py = ¢(x) <o ¢(v).
L'ensemble des homomorphismes de P a Q est dénote Hom(P, Q). Un
homomorphisme ¢ est appelé épimorphisme (resp. monomorphisme) s’il



98 Chapitre 4. Popopo - posets, polynémes, polytopes

FIGURE 4.2 — Les diagrammes de Hasse de ({0,1,2},<), ({0,1,2} x {0,1,2}, <
), ({0,1,2} x {0,1,2} x {0,1}, <) et Ba.

est surjectif (resp. s’il est injectif). Si ¢ est un monomorphisme tel que
¢(x) <g ¢(y) = x <p y, ondit que ¢ est un plongement de P dans Q.
Nous dénotons "ensemble des épimorphismes de P dans Q par Epi(P, Q).
Un homomorphisme ¢ est un isomorphisme si ¢ est un épimorphisme et
un plongement. On dit que P et Q sont isomorphes, ce que 1’on note par
P = Q, s’il existe un isomorphisme de P a Q. Voir la figure 4.3 pour un
schéma qui représente le rapport d’inclusion des homomorphismes, épi-
morphismes, monomorphismes, homomorphismes bijectifs, plongements
et isomorphismes.

homomorphismes

eépimorphismes\/ monomorphismes

plongements

isomorphismes

FIGURE 4.3 — Schéma d’inclusion des homomorphismes, épimorphismes, mono-
morphismes, homomorphismes bijectifs, plongements et isomorphismes.

Le concept d’isomorphisme est exactement ce qu’on va utiliser pour
formaliser la notion de “essentiellement le méme”. Pour le cas de 5,,
étant donné S € P, nous définissons son vecteur caractéristique x(S) =
1 siieS
0 sii¢s$S
I’exercice suivant doit étre faisable :

(x1,...,xn) tel que x; = pour tout 1 < i < n. Maintenant
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Exercice 4.2.1. Soit M C P,. Montrer
(M, C) = ({x(S) [ S e M}, <)
(L’isomorphisme est x(-).)

Notons qu’il y a des homomorphismes bijectifs qui ne sont pas des
plongement et donc pas des isomorphismes. Par exemple, soit M C P,
alors la fonction x(-) est un tel homomorphisme vers {x(S) | S € M}, <jex)-
Clairement, il y a aussi des plongement qui ne sont pas des isomor-
phismes parce qu’il ne sont pas surjectifs. Par exemple on peut plon-
ger ({0,...,n},<) dans ({0,...,n} x {0,...,n},<) en envoyant x €
{0,...,n} vers (x,x) € {0,...,n} x {0,...,n}. Vérifier que toutes les
région dans la figure 4.3 sont non-vides est un bon exercice. Une autre
observation qui suit directement des définitions est la suivante :

Exercice 4.2.2. Montrer que ¢ est un plongement de P a Q si et seulement si P
est isomorphe au sous-poset induit de Q. (Si ¢ est un plongement le sous-poset
induit est ¢(P).)

Définissons maintenant deux autres types de posets importants. La
chaine Cy est le poset a k éléments qui sont deux & deux comparables, i.e.
Cr = ({0,...,k—1},<). Lanti-chaine Ay est le poset a k éléments qui sont
deux a deux incomparables. La hauteur h(P) d’un poset P est le plus grand k
tel que P contient un Cy induit et la largeur w(P) est le plus grand k tel que P
contient un Ay induit. Les hauteurs des quatre posets dans la figure 4.2 sont
3,5, 6 et 4, respectivement. Leurs largeurs sont 1, 3, 5 et 6, respectivement.

NEAS VS

FIGURE 4.4 — Le diagramme de Hasse de N et d’un autre poset quelconque. Notons
que l'aréte gris ne peut pas étre incluse dans le diagramme de Hasse de ce poset.

Une bonne fagon d’obtenir des posets génériques est simplement de
tracer un un diagramme de Hasse (voir la figure 4.4). Le premier poset
s’appelle N, pour des raisons obscures. Il va nous servir d’exemple pendant
tout ce cours. Le deuxiéme poset est un poset quelconque, mais notons
que 'aréte gris foncé ne peut pas étre incluse dans le diagramme de Hasse
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parce qu’elle ne correspond pas a une relation de couverture, i.e. I'élément
en haut ne couvre pas 1'élément en bas.

Un dernier poset est représenté a la figure 4.5. Ses éléments sont dif-
térents objets discutés dans ce cours et x < y si x doit étre expliqué avant

Y.

Polynéme d’Ehrhart du polytope d’ordre

Polynome d’ordre Polynéme d’Ehrhart

Dimension d’un poset Polytope d’ordre

Extensions linéaires Idéaux L’hypercube
Posets Polytopes

FIGURE 4.5 — Quelques éléments du contenu de ce cours.

4.2.1 Treillis distributifs et idéaux

Un poset P = (X, <) est un treillis si pour tous x,y € X il existe un
unique plus petit élément x Vy € X tel que x,y < x V y et un unique plus
grand élément x Ay € X telquex Ay < x,y. On appelle x Vy et x Ay le
join et le meet de x et y, respectivement !. Dans un treillis P il y a toujours un
unique élément maximum 1p et un unique élément minimum Op. En effet,
supposons qu’il existe plusieurs éléments maximaux (resp. minimaux).
Alors leur join (resp. meet) est plus grand (resp. petit) qu'eux, ce qui
est impossible. On peut voir V et A comme des opérations binaires sur X,
chacune étant commutative et associative. Cela nous permet d’écrire \/ S ou
A S pour S C X. En général on ne peut pas dire beaucoup sur l'interaction
du join et du meet. Un treillis est distributif si les opérations binaires V
et A satisfont la loi distributive : x A (y V z) = (x Ay) V (x A z) pour tous
x,Y,z € X. Voir la figure 4.6 pour quatre treillis dont les deux derniers sont
distributifs.

En fait, nous avons déja rencontré des exemples de treillis distributifs
aux figures 4.1 et 4.2. Généralement, on dit quun ensemble est clos par

1. En frangais on peut dire supremum et infimum au lieu de join et meet.
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FIGURE 4.6 — Quatre treillis dont les deux derniers sont distributifs.

une opération si le résultat de cette opération tombe encore une fois dans
’ensemble initial. Avec cette notion nous pouvons montrer :

Exercice 4.2.3. Soit M C P(n) clos par intersection et union. Montrer que
(M, Q) est un treillis distributif avec V = U et \ = M. Soit plus généralement
M C IN? clos par le maximum par composantes et le minimum par composantes.
Montrer que (M, <) est un treillis distributif avec V = max et A = min.

Soit P = (X, <) un poset. Un sous-ensemble I C X est un idéal s'il est
clos vers le bas, c’est-a-direy < x € I == y € I. Pour cette raison les
idéaux sont aussi appelés downsets en anglais. L'ensemble des idéaux de P
est noté Z(P) et est ordonné par inclusion. Les idéaux principaux de P sont
les idéaux de la forme | x = {y € P | y < x} pour x € P. Voir la figure 4.7
pour 'exemple de N et Z(N). L'ensemble {4, ¢, d} est un idéal principal,
mais 1'idéal {a, b, c} ne l'est pas. L'ensemble {b,d}, n’est pas un idéal de N.

C" b

FIGURE 4.7 — Le poset N et le poset Z(N) associé. Le poset J(Z(N)) = N peut
étre retrouvé en prenant le poset induit dans T(N) par les join-irréductibles (les
sommets blancs).
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En utilisant 1'exercice 4.2.3, pour résoudre l'exercice suivant il suffit
de montrer que I'ensemble des idéaux d'un poset est clos par union et
intersection.

Exercice 4.2.4. Soit P un poset. Montrer que le poset Z(P) associé est un treillis
distributif.

Nous avons donc une fagon d’associer a chaque poset fini un treillis
distributif fini. Peut-on faire 'inverse? Dans un treillis P = (X, <), un
élément | € X est appelé join-irréductible sixq V...Vx =] = ] €
{x1,...,x¢} pour tous x1, ..., x, € X. On définit \/ @ = 0Op, alors Op n’est
pas join-irréductible. En prenant ceci en compte, on peut résoudre l'exercice
suivant :

Exercice 4.2.5. Soit P = (X, <) un treillis. Montrer qu'un élément j € X est
join-irréductible si et seulement si j couvre exactement un élément. (Si un élément
couvre plusieurs autres éléments, il est leur join.)

Dans les figures 4.6 et 4.7 les éléments join-irréductibles sont les som-
mets blancs. Le sous-poset de P induit par les join-irréductibles est dénoté
par J (P). Le théoreme fondamental des treillis distributifs finis ou théoréme
de Birkhoff 2 est le suivant, dont une partie a déja été montrée dans 1’exer-
cice4.2.4:

Théoreme 4.2.6 (Birkhoff 1937 [2]). L'application Z(-) est une bijection entre
les posets et les treillis distributifs finis. Son inverse est J (-).

Démonstration. Les applications Z(-) et J(-) sont bien définies. En effet,
I’exercice 4.2.4 montre que Z(P) est un treillis distributif pour tout poset P.
Inversement, il est clair que J (-) donne toujours un poset fini.

D’abord, nous allons montrer que 7 (Z(-)) est l'identité. Nous pou-
vons utiliser I'exercice 4.2.5 pour voir que les éléments join-irréductibles de
Z(P) correspondent aux idéaux de P qui contiennent exactement un élé-
ment x, tel que, privés de celui-ci, ils restent des idéaux de P. Donc, ce sont
les idéaux principaux de P, de la forme | x = {y € P | y < x} avec x € P.
Ainsi, J(Z(P)) = {] x | x € P}.Lafonction ¢ : {| x | x € P} — P définie
par ¢(] x) = x est clairement un homomorphisme bijectif avec une inverse
qui est aussi un homomorphisme. Nous avons montré P = 7 (Z(P)).

2. Garrett Birkhoff, (1911-1996), mathématicien américain. Son pere est le mathéma-
ticien George David Birkhoff. Apres avoir étudié a l'université Harvard jusqu’en 1932,
Garrett poursuivit sa formation a Cambridge. Membre de la Société des amis de Harvard, il
passa le reste de sa carriere a y enseigner. Au cours de sa carriere, Birkhoff publia plus de
200 articles et dirigea plus de 50 theses. Il fut membre de I’Académie nationale des sciences
des Etats-Unis et de 1’ Académie américaine des arts et des sciences.
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Pour voir que Z(J (+)) est 'identité, prenons P un treillis distributif
et J(P) son poset de join-irréductibles. Nous voulons montrer que ¢ :
P — Z(J(P)) définit ¢(x) = {y € J(P) | y < x} est un isomorphisme.
D’abord, siy’ € J(P),y € ¢(x) ety <yalorsy <y < xety € ¢(x).
Dong, ¢(x) € Z(J(P)). De plus, il est facile a voir que x’ < x implique
¢(x') C ¢(x). Dong, ¢ est un homomorphisme entre P et Z(J (P)). Pour
montrer l'injectivité supposons que ¢(x) = ¢(x'), donc {y € J(P) |y <
x} ={y € J(P) |y < '}, mais

x=\{yeIJ(P)ly<x}=\{yeJ(P)|ly<x}=x"

Pour la surjectivité soit I € Z(J(P)). Nous allons montrer que
@ 1(I) = VI Clairement, ¢(\/I) 2 I. Pour l'autre inclusion, soit I =
{x1,...,x¢} etx € J(P) tel que x <V I. En utilisant que P est distributif
nous avons x = x AV I = (x1 Ax) V...V (x Ax). Comme x est join-
irréductible, il existe un i tel que x A x; = x donc x < x;. Alors x € I, ce
qu’on voulait.

Pour montrer que ¢ est un plongement, soient I, I’ € Z(J (P)) avec
I C I'. Puisque nous avons juste montré que ¢~ (1) = \/ I, VI < \/ I’ est
immédiat. u

En particulier, si P est un treillis distributif, nous avons P = Z(J (P)).
Cela montre que les deux premiers treillis de la figure 4.6 ne sont pas
distributifs, parce leurs images respectives par rapport a Z( 7 (-)) sont les
deux derniers treillis de la figure 4.6.

Il y a aussi une fagon facile d’interpréter les idéaux d'un poset comme
des homomorphismes. On peut associer 'idéal I de P au vecteur 1 — x(I) €
{0,1}IPl. Ce vecteur peut étre vu comme une fonction de P vers {0,1} et
on peut se convaincre qu’elle est en fait un homomorphisme de P vers Cs.
Les seuls idéaux qui ne correspondent pas a un homomorphisme surjectif
sont P et @. Ce qui amene a :

Exercice 4.2.7. Soit P un poset. Montrer |Z(P)| = |Hom(P,Cy)| =
|Epi(P, C2)| + 2.

4.2.2 Extensions linéaires et dimension

Soit P = (X, <) un poset. Une extension linéaire de P est une chaine
L= (X,<p)telleque x <y = x < y pour tous x,y € X. Par exemple,
la chaine (a < b < ¢ < d) est une extension linéaire de N étiqueté comme
sur la figure 4.7. Pour se faciliter la vie, on écrit simplement abcd pour
cette chaine. Le cas général se traite de facon similaire. Les extensions
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linéaires sont présentes dans la vie de tous les jours, par exemple quand on
doit exécuter différentes taches dans un ordre précis. Par exemple, I'ordre
dans lequel les objets de la figure 4.5 sont expliqués dans ce cours est une
extension linéaire de ce poset.

Généralement, on appelle un élément d'un ensemble d’ensembles M
maximal (resp. minimal) s’il est maximal (resp. minimal) par rapport a
(M, C). Par exemple, dans la proposition suivante une chaine induite dans

P est maximale, si elle n’est pas contenue dans une autre chaine induite de
P.

Proposition 4.2.8. Les extensions linéaires de P sont en correspondance bijective
avec les chaines maximales induites de Z(P).

Démonstration. Soit L = x7...x, une extension linéaire de P = (X, ).
Pour tous 1 < i,j < n, nous avons x; < x; =— i < j. Donc
(D,{x1},{x1, x2},...,{x1,..., x4-1}, X) estune chaine dans Z(P). Comme,
la différence entre deux éléments consécutifs est un ensemble de taille 1,
cette chaine n’est pas contenue dans une autre chaine plus grande, c’est-a-
dire, elle est maximale.

Inversement, soit Cx = (Iy,...,I;) une chaine maximale de Z(P).
Comme [; 1 C I, la différence I; \ [;_1 est non-vide. Soit x € I; \ I;_4
minimal, c’est-a-dire x’ < x = x’ € [,_1. Donc [; 1 U {x} € Z(P) et
I, 1 C ;1 U{x} C I. Comme la chaine est maximale nous avons montré
que I; \ I;_1 a un seul élément, que nous pouvons appeler x;. Sii < j alors
x; € liet I;\ I; 5 x;, donc x; ne peut pas étre plus grand ni égal a x;.

Aussi, par maximalité de la chaine, nous avons I = D et [y = X, donc
k—1=mnetx;...x, estune extension linéaire de P.

FEvidemment, les deux applications que nous avons montrées sont des
inverses 1'une de I’autre et nous avons donné une bijection entre les deux
ensembles. [

Nous notons l'ensemble d’extensions linéaires d"un poset P par L(P).
Il y a aussi une fagon facile d’interpréter les extensions linéaires d"un poset
comme des épimorphismes. Pour définir un homomorphisme ¢, a partir

d'un L € L(P),'idée est d’envoyer chaque élément de P & sa position dans
L.

Exercice 4.2.9. Soit P un poset a n éléments. Montrer |L(P)| = |Epi(P, Cy)]|.

Le graphe Gp des extensions linéaires de P a comme sommets 'ensemble
L(P) des extensions linéaires de P. Il y a une aréte entre deux sommets
L, L' de Gp si la différence entre les extensions linéaires L, L’ est seulement
d’une transposition voisine, i.e. L’ peut étre obtenue de L en changeant
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les positions de deux élément consécutifs de L. Voir la figure 4.8 pour le
graphe des extensions linéaires de N (étiqueté comme sur la figure 4.7). Les
chiffres dans la figure 4.8 deviendront clairs avant la proposition 4.2.12.

acdb
abed acbd cadb
O
0 1 2
cabd
1

FIGURE 4.8 — Le graphe Gy des extensions linéaires de N. Les chiffres dénotes le
nombre de descentes de chaque extension linéaires par rapport a F = abcd.

Un réalisateur de P est un ensemble R = {Ly,...,L;} d’extensions
linéaires de P tel que pour tous x,y € X tels que x || yils existent L;, L; € R
telles que x <y, y ety <y, x. La dimension dim(P) de P est la taille minimale
d’un réalisateur. Par exemple, dim(N) < 2, parce que les deux extensions
linéaires abcd et cadb représentées par un sommet blanc sur la figure 4.8
forment un réalisateur. Comme, les seuls posets de dimension 1 sont les
chaines, nous avons dim(N) = 2. La notion de dimension est en fait trés liée
a la dimension géométrique, comme justifié par la proposition suivante :

Proposition 4.2.10. La dimension de P est le plus petit d € IN tel qu’il existe un
plongement de P dans IN“.

Démonstration. Soit R = {Li,...,L¢} un réalisateur de P. Pour x € X
définissons x; comme la position de x dans L;,. i.e. si x est le x;-éme élément
de L. Le fait que R est un réalisateur implique que ¢ : P — IN¥ définit par
¢(x) = (x1,...,xx) est un plongement.

Inversement, si P est plongé dans IN¥, alors par l'exercice 4.2.2, P
est isomorphe a un sous-poset induit Q de IN*. II suffit de montrer que
dim(Q) < k. Nous incrémentons les coordonnées de chacun des points de
Q par des petites valeurs de fagon a ce qu’ils conservent le méme ordre,
mais qu’aucune paire de points n’ait une méme coordonnée. Une facon
concrete de le faire est de prendre une extension linéaire L = g5 ...g, de
Q est remplacer ¢; par gq; + n+i+11/ ot 1 € INF est le vecteur dont toutes
les composantes valent 1. Maintenant, soit L; I’ordre tel que x <;, y si
pour la i-eme coordonnés nous avons x; < y;. Il est facile de voir que
R ={Lq,...,L;} est un réalisateur de P. [ |
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Avec la proposition 4.2.10, la figure 4.9 donne une autre fagon de voir
que dim(N) = 2, mais aussi dim(Ag) = 2.

A A °

FIGURE 4.9 — Illustrations géométriques pour dim(N) = 2 = dim(Ay).

Finalement, nous voudrions nous convaincre que la dimension est
vraiment un parametre intéressant, dans le sens oti, pour tout 4, il existe
un poset de dimension 4. Pour cela nous définissons le poset S, qui
porte le joli nom d’exemple standard. 1l est défini sur 1'ensemble X =
{ay,...,an,b1,...,b,} par des comparabilités a; < b; <= i # j. Voir
la figure 4.10 pour une illustration.

FIGURE 4.10 — L'exemple standard S,,.

Proposition 4.2.11. Nous avons dim(S,,) = n pour tout n > 2.

Démonstration. Soit L; une extension linéaire de S, telle que b; <;, a;. Par
transitivité nous obtenons a; <y, b; pour tout j # i. Donc, dans un réalisa-
teur, il faut avoir au moins une extension linéaire L; pour chaque couple
(a;, b;) et dim(S,) > n.

Pour montrer que dim(S,) < n, d’apres la proposition 4.2.10, il suffit
de donner un plongement de S,, dans IN". On dénote par ¢; € IN" le vecteur
ayant des composantes nulles partout sauf en la i-éme coordonnée qui vaut
1etpar1 € IN" le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Il est facile
de vérifier que ¢ : S, — IN" défini par ¢(a;) = e; et ¢(b;) =1 —¢; est un
plongement comme demandé.

H
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Soit F € L(P) fixé. Une descente par rapport a F d’une extension linéaire
L =xy...x, de Pestun couple (i,i + 1) tel que x; > x;41 pour 1 < i <
n — 1. Le nombre de descentes de L est dénoté par desg(L). Le nombre
d’extensions linéaires L de P avec desp(L) = i est noté wp(i), ott 'indice F
est supprimé parce que cette valeur est indépendante du choix de F. Cela
peut étre montré directement en utilisant la prochaine proposition, mais
est en particulier une conséquence de théoréme 4.2.14. Les nombres des
descentes de N par rapport a F = abcd sont données dans la figure 4.8.

Proposition 4.2.12. Dans Gp, la valeur desp(L) correspond aux voisins de L
qui sont sur un plus court chemin entre L et F.

Démonstration. Clairement, les descentes (i,i+ 1) de L correspondent & des
voisins de L dans Gp (ceux obtenus en remplagant (i,i + 1) par (i +1,1)).

Pour montrer qu’elles correspondent exactement a ceux sur les plus
court chemins, on montre que la distance entre L et F est exactement le
nombre de couples (i, ) tels que i <p jetj <p i. Il s’agit d’une borne
inférieure. Il suffit donc de montrer qu’on peut trouver un chemin de telle
longueur. On procéde par récurrence sur le nombre de couples qui sont
ordonnés de facon opposées dans F et L. Si ce nombre est nul, nous avons
F = Letiln’y a rien & montrer. Sinon soient L = 1...n et (i,) le couple
différent en F avec la plus petite différence j —i. S5ij — i = 1, en changeant
la position de i et j on obtient un voisin L’ de L avec moins de différences
avec F que L. Par récurrence il existe un plus court chemin C' de L’ a F
dont la longueur est le nombre de couples différents entre L’ et F. Donc la
concaténation de l'aréte {L, L'} avec C’ donne un plus court chemin C de L
a F dont la longueur est le nombre de couples différents entre L’ et F.

Il nous reste a montrer que j — i est toujours égal a 1. Supposons que
j—i>1letsoiti < k < j. Dans F, i et j sont inversés, donc (i, k) ou (k, j)
est aussi un couple inversé dont la différence est plus petite que j — i. Ceci
contredit la minimalité dans le choix de (i, j). |

Sur la figure 4.8, pour chaque extension linéaire L de N nous calculons
desp(L) par rapporta F = abcd. En particulier, nous voyons que wy(0) = 1,
wn(1) =3, wn(2) = 1etwn(i) = 0 pour tout i > 3. Une suite (sq,...,5¢)
de nombres réels est appelé unimodale s’il existe 1 < m < £ tel que s; < s;
pourtous1 <i<j<mets; > sjpourtousm <i<j< ¢ Unprobleme
ouvert important de la combinatoire des posets est

Probleme 4.2.13. Soit P un poset fini de n éléments. La suite wp =
(wp(0),...,wp(n —1)) est-elle unimodale ?
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Le probléme est résolu pour les posets graded ot toutes les chaines
maximales ont la méme longueur [7] et pour les unions disjointes de
chaines [8].

4.2.3 Le polynome d’ordre

Si P est un poset, nous définissons la fonction Qp(k) = |[Hom(P, Cy)]|.
Donc, ()p est une fonction de N dans IN qui compte les homomorphismes
de P a Ci. Une autre fonction est ep(k) = |Epi(P, Cx)|. Si P a n éléments,
l’exercice 4.2.9 montre ep(n) = |L(P)|.

Théoreme 4.2.14. Soit P un poset a n éléments. La fonction Qp peut étre étendue
a un polynome réel. Plus précisément

o) = L) (}) = Rt (7171,

i=1

En particulier, nous pouvons écrire Qp(t) = Y I' ja;t' avec aq,...,a, € Q,

aozletan:@.

Démonstration. Observons qu'un homomorphisme ¢ quelconque de P a
Ck avec une image de taille i peut étre écrit comme une composition d'un
épimorphisme ¢’ de P a C; et aprés un monomorphisme ¢” de C; a Cy,
ie. ¢ = ¢" 0@ Pour ¢ il y a (¥) possibilités, parce que ¢” correspond
a un choix de i valeurs ¢”(0),...,¢"(i—1) € {0,...,k — 1} telles que
¢"(0) < ... < ¢"(i —1). Comme le nombre de choix pour ¢’ est ep(i),
nous pouvons conclure Qp (k) = 21@1 8p(i)(’§) = Zyjl(sl’i—gl)(k —i+1)---k).
Donc, en particulier ()p peut étre étendu a un polyndme réel en k de la
forme Y} a;it avecay,...,a, € Qavecay = 1et par l'exercice 4.2.9 nous
avons a, = Spn(,”) = |L£l,))|.

Pour la deuxieme égalité, fixons F € L(P). Pour L € L(P) nous
définissons I’ensemble d’homomorphismes ¢ de L dans C; tels que si L

ordonne deux éléments de P différemment de F, alors ¢ ne les confond
pas:

Ap(L, k) :=={p e Hom(L,Cy) | x >Lyetx <ry = ¢(x) > ¢(y)}.

Montrons que Hom (P, Cy) est I'union disjointe | |; ¢ (p) Ar (L, k).

D’abord convainquons-nous que les ensembles Ar(L, k) sont deux a
deux disjoints. Soient L # L'. Il existe x,y € X tels que x <y y ety <p x.
Supposons sans perte de généralité x <r y. Donc ¢ € Ap(L', k) —
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p(x) > ¢(y), mais ¢ € Hom(L,C;) = ¢(x) < ¢(y). Comme
Ap(L, k) € Hom(L, Cy), nous avons Ap(L, k) N Ap(L', k) = @.

Pour montrer I'égalité des ensembles Hom(P, Cy) et | ;¢ z(py Ar(L, k),
notons d’abord que Hom(P, Cx) 2 [ieg(py Ar(L, k) est tr1v1a1 parce que
Hom(L,Cx) € Hom(P,Cy) pour tout L E L(P). 1l nous reste donc a
montrer que Hom(P,Cx) C ez p) Ar(L, k). Prenons ¢ € Hom(P, Cy).
Nous définissons L, comme x <, y si ¢(x) < ¢(y) ou ¢(x) = ¢(y)
et x <p y. Il est facile de voir que L, € L(P). En fait, si x <p y
alors ¢(x) < ¢(y), et alors x <, y. En plus, pour tous x,y € P tels
que x || y, nous avons x <p, y ouy <p, X et cette relation vient ou
du fait que ¢(x) # ¢(y), ou de la comparabilité en F et du fait que
¢(x) = ¢(y). Dong, par I’anti-symétrie de F et Cx on ne peut pas avoir
x <r, yety <g, x. Cela implique L, € L(P). Pour conclure, montrons
que ¢ € Ap(Ly, k). En fait, comme ¢(x) < ¢(y) = x <, y nous avons
bieny <1, x = ¢(y) < ¢(x) et ¢ € Hom(Ly, Cy). Supposons que
x <r yetx >y, alors par définition de L, nous avons ¢(x) # ¢(y).
Comme ¢ € Hom(Ly, Ci) ceci donne ¢(x) > ¢(y). Nous avons montré
¢ € Ap(Ly, k), donc Hom(P, Ci) € ez (py Ar(L, k), ce qui nous manquait
pour l'égalité Hom(P, Cyx) = Lrc(p AF(L k)

Au vu de l'égalité d’ ensembles que nous venons de montrer, nous
pouvons dénombrer les ensembles Ap(L, k) pour L € L(P) au lieu de
dénombrer Hom(P, Cy). Pour cela on va trouver un codage plus convenable
pour les éléments de Ap(L, k). Soit L = 1...n une extension linéaire de P
et ¢ € Hom(L,Cy) tel que si x > y et x <p y, alors ¢(x) > ¢(y). Donc
Ap(L, k) est 'ensemble de suites 1 < ¢(1) < ... < ¢(n) < k telles que
si pour un j > i nous avons j <r i alors ¢(j) > ¢(i). En particulier, si
i+1<ginousavons @(i+1) > ¢(i) pour tout 1 < i < n— 1. Nous allons
montrer que 'implication inverse est aussi vraie, c’est-a-dire sii +1 <p
i = ¢@(i+1) > ¢(i)pourtoutl <i<n—1alorsj<pi = ¢(j) >
¢ (i) pour tout couple 1 < i < j < n. Nous le montrons par récurrence
sur j —i. Le cas j —i = 1 est simplement le cas j = i + 1 qui est vrai par
hypotheése. Supposons j —i > 1 et prenonsi < k < j.Sij <pi, alorsj <rk
ouk <r i.Comme k —1i,j — k < j—1i, 'hypothese de récurrence donne
¢(k) < @(j) ou (i) < @(k). Par transitivité, ¢(i) < ¢(j).

Pour dénombrer Ar(L, k), nous comptons alors les suites 1 < ¢(1) <

. < @(n) < ktellesquesii+ 1 <r i, l'inégalité ¢(i) < ¢(i + 1) est stricte.
Il faut donc choisir pour chaque 0 < i < nla valeur ¢(i +1) — ¢(i), ou
¢(0) est défini comme 1 et ¢(n + 1) est défini comme k. Sii+ 1 <f i, elle
doit étre strictement positive (et ceci arrive exactement desg (L) fois), sinon
simplement positive. En plus leur somme doit étre k — 1. Cela revient a
choisir n + 1 valeurs strictement positives tels que leur somme est k — 1 4
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n+1—desp(L) = k+n — desp(L) et ensuite a retirer 1 a chacune des
n+1—desp(L) valeurs qui correspondent a un couple i <r i+ 1. Cela
correspond a choisir n endroits ot couper l'intervalle [1,2,...,k+n —
desr(L)] pour obtenir 1 + 1 intervalles. Pour ceci, il existe (*~11"~ dest (L)y

possibilités. Nous avons trouvé que le nombre de ces suites et donc aussi la
taille de Af (L, k) est (¥~ 1+ desr (L)), Nous calculons

0l = T (k—1+nn—deSF(L)) ::’g;wp(i)(k—l—kn—i) =

Lel h

Nous appelons le polynome Qp(t) le polynome d’ordre de P. La pre-
miere description de Qp(t) dans le théoreme 4.2.14 est indépendante du
choix d'un F € £(P), mais la définitions de wp dans la deuxieme descrip-
tion 'est a priori. Du coup une conséquence du théoreme est que wp est
indépendant du choix de F € L(P).

Comme exemple, nous pouvons calculer le polyndme d’ordre de N :

On () = en(1)t +en(2) @ 1 en(3) @ L en(4) @

D’abord, remarquons que ep(1) = 1 pour tout poset, parce qu’il y a un
seul épimorphisme vers C; = {0} — la fonction constante. En utilisant les
exercices 4.2.7 et 4.2.9 et le fait qu’on connait le nombre d’idéaux et d’exten-
sions linéaires de N (figures 4.7 et 4.8) nous avons : ex(2) = 6 et ex(4) = 5.
Pour calculer ex(3), il faut donc déterminer le nombre d’homomorphismes
surjectifs de N a Cz. Une petite distinction de cas donne en(3) = 10. Nous

obtenons :
k k k
it =1+ 6(1) +10(5) (%)

Cela nous permet d’écrire le polyndome d’ordre de N dans la base standard
des polynomes Qn (k) = k* + k> + Zk? + k. Une autre fagons de
de déterminer ce polyndme pour P avec n éléments est de regarder les
valeurs de la suite wp = (wp(1),...,wp(n —1)). Dans notre cas nous
avons w(N) = (1,3,1,0) (voir la figure 4.8). Nous obtenons Qy (k) =
()3 + ().

Un poset P = (X, <) est appelé zigzag si X = {x1,...,x,} et pour
tous 1 < i,j < n, lorsque x; couvre x;, on a |[j —i| = 1. Notons que le N
est un zigzag. Voir la figure 4.11 pour un autre exemple. Un cas particulier
d’une conjecture ouverte de De Loera et al [4] a été reformulée en termes

de posets dans [6].
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FIGURE 4.11 — Un poset zigzag.

Probleme 4.2.15. Est-il vrai que si P est un zigzag a n éléments, alors les coeffi-
cients ay, ..., a, de Qp(t) = Y_I' , a;t' sont positifs ?

Le probleme 4.2.13 est aussi ouvert pour les posets zigzags.

4.3 Polytopes

Ici, nous introduisons brievement et superficiellement le sujet vaste et
riche des polytopes. Nous recommandons le livre introductif standard [12]
pour des explications plus détaillées.

Un ensemble S C IR" est convexe si pour tous a,b € S, le segment
{ta+ (1 —1t)b | t+ € [0,1]} est aussi inclus dans S. L'enveloppe convexe
d’un sous-ensemble fini V = {vy,..., v} C R" est le plus petit ensemble
convexe contenant V. Cet ensemble est unique parce que l'intersection
de deux ensembles convexes est convexe. Voir la figure 4.12 pour une
illustration de 1'enveloppe convexe de deux points dans le plan.

r
N

FIGURE 4.12 — Deux points dans R? et leur enveloppe convexe. Le segment gris
indique que la dimension de ce polytope est 1.

Une combinaison convexe de V est une somme 22‘:1 Aijv; telle que
Y*  Ai=1letA; >0pourtoutl <i<k.

Exercice 4.3.1. Soit V = {vq,..., v} € R™ Montrer conv(V) = {¥5_, A\jv; |
YK A =1et A; > 0pour tout 1 < i < k}. (Montrer avec la définition que Ien-
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semble de droite est convexe. Inversement, supposer qu’une combinaison convexe
n’est pas dans un ensemble S contenant V et montrer qu’alors S n’est pas convexe.)

Un polytope P C IR" est I'enveloppe convexe d'un ensemble fini de
points V, appelés sommets. C’est-a-dire P = conv(V). Un polytope est
appelé entier si V. C Z" et P est un 0/1-polytope si V' C {0,1}". Voir la
figure 4.13 pour des illustrations.

4

w

[\

0 1 2 3 4

FIGURE 4.13 — Un 0/1-polytope, un polytope entier et un polytope qui n’est pas
entier.

Le théoreme principal des polytopes n’est pas simple a montrer et donne
une autre fagon de décrire un polytope :

Théoreme 4.3.2. [12, Theorem 1.1] Un ensemble P C IR" est un polytope si et
seulement si P est borné et peut étre écrit comme P = {x € R" | Ax < b} pour
une matrice A € R™*" et un vecteur b € R™.

La description de P donnée par le théoreme 4.3.2 est appelée H-
description. La lettre H provient du fait que chaque ligne a4; de A et I'entrée
correspondante de b; peuvent étre vues comme un demi-espace (halfspace)
{x e R" | (x,a;) < b;} CR", ou () estle produit scalaire standard, et P
est I'intersection de tous ces demi-espaces. D'un autre c6té, la description
par sommets de P est appelé la V-description de P.

La dimension dim(P) d"un polytope P C R" est la dimension du sous-
espace vectoriel de R” engendré par 'ensemble P — x pour x € P. Elle est
indépendante du choix de x.

Apres ces définitions, commencons avec des polytopes en petite di-
mension pour comprendre un peu ces notions. Un seul point 2 € R" est
un polytope, mais de dimension 0. Dans IR, un polytope est un ensemble
de points qui peut étre écrit comme {x € R | a < x < b} pour a < b deux
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éléments de IR, donc c’est simplement un intervalle fermé de dimension 0
s’il est réduit a un seul point et de dimension 1 sinon. Une autre facon de
I’écrire est {ta + (1 — )b | t € [0, 1]} —1a V-description.

a311 + azara < by

as1T1 + as2w2 < by

a2171 + a2272 < b

00 N | 300 xi = 1&); > 0}

¢ T
/U] a1171 + a1272 < by y

FIGURE 4.14 — Illustration des deux descriptions d’un polytope.

Dans le plan R?, les polytopes sont des points (dim = 0), des seg-
ments (dim = 1), ou des polygones simples et convexes (dim = 2). Voir
la figure 4.14 pour un exemple qui montre la représentation d"un poly-
tope comme enveloppe convexe (V-description) et comme intersection de
demi-plans ( H-description.). Sur la figure 4.15 nous montrons plusieurs
sous-ensembles du plan qui ne sont pas des polytopes.

QX dE

FIGURE 4.15 — Sous-ensembles du plan qui ne sont pas de polytopes : pas d’en-
semble fini de sommets, pas convexe, pas borné.

L'hypercube est le polytope Q, = {x e R" | Ix < 1et —Ix <0}, ou ]
dénote la matrice identité possédant des 1 sur la diagonale et des 0 partout
ailleurs. Voir la figure 4.16 pour des exemples.

| m

FIGURE 4.16 — Les hypercubes Qo, Q1, Q2 et Qs.
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Exercice 4.3.3. Montrer que la V-description de Q, est conv({v | v €

{0,1}"}).

4.3.1 Le polytope d’ordre

Soit P = (X, <) un poset. Le polytope d’ordre Op est défini comme 1’en-
veloppe convexe de {x(I) | I € Z(P)}, ou y est le vecteur caractéristique.
Voir la figure 4.17 pour un exemple. Un autre exemple est donné par des
hypercubes car Q, = O(A,) est le polytope d’ordre de 1’anti-chaine.

{a,b,c} 111

110 {a,b}
{a,c} 101

100 {a} 001

(¢ 000

FIGURE 4.17 — Le polytope d’ordre d’un poset. Le sommets du polytope sont
indexés avec l'idéal correspondant et son vecteur caractéristique.

Proposition 4.3.4. Nous avons Op = {x € [0,1]" | x; < xjsii > jdans P}.

Démonstration. Pour montrer 1'inclusion “C”, observons simplement que
les vecteurs caractéristiques sont dans [0, 1]" et satisfont les inégalités, parce
qu’ils sont des vecteurs caractéristiques des idéaux. Comme {x € [0,1]" |
Xi < xjsii =] dans P} est convexe, leurs combinaisons convexes sont
aussi dans {x € [0,1]" | x; < x;jsii > jdans P}.

Pour “2”, soit x € [0,1]" tel que x; < Xjsii > j. Soit i la plus petite
coordonnée non nulle de x et soit p; cette valeur. Soit I; I'idéal {j € X | p; <
x;}. Définissons x" = x — p;x(I;) et recommengons. Cet algorithme nous
donne une représentation x = p; I;, +...+p; I;, ot p; +...+ p; estla
valeur de la plus grande coordonnée de x. Cette valeur est au plus 1. Nous
ajoutons po - (0,...,0) avec po =1 — (p;, + ... + pi,) pour que la somme
des coefficients soit 1 et nous avons écrit x = p,lo + pi I, + ...+ pi L
comme combinaison convexe des vecteurs caractéristiques des idéaux de
p. [
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4.3.2 Le polyndome d’Ehrhart

Nous allons associer une fonction de IN dans IN a chaque poly-
tope entier. Apres, nous verrons que cette fonction peut étre étendue
a un polynome réel, exactement comme le polyndme d’ordre. Pour un
polytope P C R" et un entier k € IN, nous définissons la fonction
Lp(k) := [kPNZ"|,ou kP := {x € R" | tx € P}. Autrement dit pour
passer de P a kP on multiplie les coordonnées par k. Voir la figure 4.18
pour un exemple avec ’hypercube Q,.

4Q2

3Q2 k

202

Q2

FIGURE 4.18 — Pour Q, nous avons Lo, (k) = (k + 1)?, qui clairement peut étre
étendue a un polyndme réel.

En généralisant 'exemple de Q; on peut résoudre 1’exercice suivant.

Exercice 4.3.5. Soit Qn I'hypercube. Montrer que Lg, peut étre étendue a un
polynome réel, tel que Lo, (t) = (t+1)" = YLy (1)t

Le Théoréme d’Ehrhart > généralise ce résultat a tout polytope entier
et le polyndme obtenu est appelé le polynome d'Ehrhart :

Théoreme 4.3.6 (Ehrhart 1962 [5]). Pour tout polytope P entier de dimension
n, la fonction Lp(t) est un polynome de degré n a coefficients rationnels.

A tout polyndme p en général est associé la série de Hilbert H,(t) =

Y2 p(i)t. Sile degré de p est 1, on peut écrire Hp(t) = h°+?11t_t)';:1h”t avec

h € R pour tout 0 < i < n. On obtient alors la formule alternative suivante
p(t) = Yo b (**"7"). Dans le cas du polynome d’Ehrhart c’est Stanley qui
a montré que les coefficients h* sont positifs.

3. Eugene Ehrhart (1906 - 2000), mathématicien frangais, recoit son BAC a 1’age de 22
ans. Professeur de mathématique en colléges et lycées, il fait de la recherche pendant son
temps libre. Il publie ses premiers papiers a 1’age de 40 ans et termine sa thése de doctorat a
I’age de 60 ans.
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Théoreme 4.3.7 (Stanley 1991 [10]). Soit P un polytope entier de dimension n.
Ils existent hf;, ..., b, > 0 tels que Lp(t) = Y./ o h? (HHniy),

n

Les preuves des deux théoremes 4.3.6 et 4.3.7 sont trop difficiles et
longues pour le contexte de ce cours. Une référence approfondissant ce
sujet est le livre [1]. Ici, on démontre ces résultats dans le cas particulier des
polytopes d’ordre en prouvant le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.8 (Stanley 1986 [9]). Soit P un poset. Alors Lo, (t) = Qp(t+1)
pour tout t € R.

Démonstration. Si deux polyndmes coincident sur un nombre infini de
points, alors ils sont égaux. Il suffit de montrer que Lo, (k) = Qp(k+ 1)
pour tout k € IN. Pour commencer, observons que Lo, (1) = |Z(P)| parce
qu’un polytope avec des sommets dans {0, 1}" n’a pas de point entier sauf
ses sommets. Pour k = 1, I'égalité est donc vraie.

En général, nous avons kOp = {x € [0,k]" | x; < x;sii > j dans
P} en utilisant la proposition 4.3.4. Il est facile de voir que chaque point
entier dans ce polytope correspond a une fonction dans {¢ : X — Cy41 |
i<j = ¢(i) 2 ¢(j)}. Cet ensemble correspond a {¢p : X — Cyq1 | i <
j = (i) < ¥(j)}, en définissant (i) := k — ¢(i). Ce dernier ensemble
contient simplement tous les homomorphismes de P a C1. Nous avons
montré Lo, (k) = Qp(k+1). |

En combinant les théorémes 4.2.14 et 4.3.8 nous obtenons les théo-
remes 4.3.6 et 4.3.7 pour les polytopes d’ordres comme corollaire :

Corollaire 4.3.9. Soient P un poset a n éléments et Op le polytope d’ordre associé.
La fonction Lo, (t) est un polyndme de degré n avec coefficients rationnels. De

plus, il existe wy, . .., wy_1 = 0 tels que Lp, () = 2?:—01 wi(t—kz—i).
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