Méthode des invariants de Tutte et mouvement
brownien réfléchi dans les cones

Etude de la distribution stationnaire

SANDRO FRANCESCHI

Issu d'un travail en collaboration avec
M. BoUSQUET-MELOU, A. ELVEY PRICE, C. HARDOUIN, K. RASCHEL

LPSM, Sorbonne Université

Marseille, CIRM, 21 mars 2019

. , "\ SCIENCES

LPSM SORBONNE

LABORATOQIRE DE PROBABILITES -
STATISTIQUE & MODELISATION U N IVE RSITE



Introduction : processus aléatoires dans le quart de plan

e Cas discret (marche aléatoire) e Cas continu (mouvement
trés étudié, des formules exactes brownien) initialement
et remarquables existent, utilisé pour approximer des
populaire en combinatoire. réseaux de files d'attente.
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Introduction : du quart de plan aux cones

e Dans le cadre continu une simple transformation linéaire permet
de ramener la cas d'un cbne au cas du quadrant.
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Introduction : un parametre clé

e On consideére des réflexions obliques d'angle constant le long de
chaque bord.
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Introduction : un parametre clé

e On consideére des réflexions obliques d'angle constant le long de
chaque bord.
e Un parametre clé pour le processus :

e+0—m
B

o =
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Introduction : un parametre clé

e+o—m
B

Solution d'un probleme de sous-martingale

Le processus passe un temps nul en 0

Processus absorbé

e o) :
Le coin n’est pas atteint dans le coin

Semi-martingale

Satisfait un probleme
de Skorokhod étendu

/'IO ' ’ ’

Satisfait un probleme de Skorokhod

ae€-N a=0
Dieker et Moriarty Skew symétrie
densité stationnaire Forme produit

somme d’exponentielles Densité exponentielle
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Introduction : un parametre clé

e+o—m
B

Solution d'un probleme de sous-martingale

Le processus passe un temps nul en 0

Processus absorbé

e o) :
Le coin n’est pas atteint dans le coin

Semi-martingale rocessus de Dirichlet,

a4 Satisfait un probleme
de Skorokhod étendu

/'IO ' ’ ’

Satisfait un probleme de Skorokho

a € —-N a=0
Dieker et Moriarty Skew symétrie
densité stationnaire Forme produit

somme d’exponentielles Densité exponentielle

e Résultat : Siav € Z + %Z alors la transformée de Laplace de la
distribution stationnaire du processus est différentiellement
algébrique et on détermine une formule explicite sans intégrale.
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Introduction

Méthodes :

e Etendre au cadre continu la méthode analytique développée
pour les marches par Malyshev dans les années 70 ;

@ Appliquer la méthode des invariants de Tutte développée pour
dénombrer des triangulations coloriées dans les années 70-80;
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Introduction

Méthodes :

e Etendre au cadre continu la méthode analytique développée
pour les marches par Malyshev dans les années 70 ;

@ Appliquer la méthode des invariants de Tutte développée pour
dénombrer des triangulations coloriées dans les années 70-80;

Outils :
@ Problémes frontiére de Riemann et Carleman;
@ Invariants conformes;

@ Fonctions de découplage;
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Introduction

Méthodes :

e Etendre au cadre continu la méthode analytique développée
pour les marches par Malyshev dans les années 70 ;

@ Appliquer la méthode des invariants de Tutte développée pour
dénombrer des triangulations coloriées dans les années 70-80;

Outils :
@ Problémes frontiére de Riemann et Carleman;
@ Invariants conformes;

@ Fonctions de découplage;

Objectifs :

e Calculer explicitement (et sans intégrale) la transformée de
Laplace de la distribution stationnaire;

o Etudier la nature algébrique de la transformée de Laplace.
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Plan

e Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
@ Critéres d'existence et de récurrence
@ Distribution stationnaire
° Equation fonctionnelle

© Approche analytique et invariants de Tutte
@ Un exemple simple
@ Probleme frontiere
@ Invariants et fonctions de découplage

© Résultats
@ Expression explicite
@ Nature algébrique
@ Quelques cas particuliers
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Q Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
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Brownien avec dérive réfléchi obliquement dans R%

Soient

(

. . (o (o2
(W4)¢er+ un brownien plan de covariance ¥ = 17
012 022

H= < - ) € R? une dérive

M2
rni r . o
R=(R,R) = " " ) eR?*? une matrice de réflexion
L r21 r2
A
Rl

32/ _
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Brownien avec dérive réfléchi obliquement dans R%

Définition

On définit le mouvement brownien avec dérive réfléchi dans Ri par
B: = Bo+ W; +ut + RL, € R%

ou L} est un processus continu et croissant, qui s'accroit
uniquement lorsque le processus touche un axe et ou By € Ri.

v

— L, est le temps local sur les axes < Probléme de Skorokhod
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Brownien avec dérive réfléchi obliquement dans R%

Définition

On définit le mouvement brownien avec dérive réfléchi dans Ri par
B: = Bo+ W; +ut + RL, € R%

ou L} est un processus continu et croissant, qui s'accroit
uniquement lorsque le processus touche un axe et ou By € Ri.

v

— L, est le temps local sur les axes < Probléme de Skorokhod

Rl

Théoréme (Reiman, Taylor,

Rl

Williams, 1988 et 1993)

Un tel processus existe ssi ~ \R2
ri1 >0, o >0 et (r12,r21 >0 o
ou ri1hy — oMy > 0).

Pas d’existence Existence
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Critére de récurrence

B: est récurrent positif si pour tout voisinage de zéro V C ]Ri on
aE[ry] <occouty =inf{t >0:B; € V}.

\

Proposition (D. Hobson et L. Rogers, 1993)

La distribution stationnaire du processus existe et est unique
ssi :

ri1 >0, ro >0, riny—rant >0,

ropy — riop <0, ripe — ripn <O0.

\

— Compétition entre la dérive et les vecteurs de rebond
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Critére de récurrence

rir >0, 2 >0, riiro—riorg >0, ropyr —rispo <0, rigpo —ripu; < 0.

A

R! .
Cas \ ‘M/ \;\l
récurrents Rz/ Yy
3 &l b ! R
Cas NG \u ‘
tran- / \ V( _
sients }27 - R - s
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Distribution stationnaire et frontieres

Soit 7 la distribution stationnaire (ou mesure invariante) sur R .

@ Les théoremes ergodiques disent que la mesure invariante de
Ac€ Ri est la proportion moyenne du temps passé en A :

t—o0

(A) = lim E[i/o 1a(By)du]

@ Qu'en est-il sur les frontiéres ?
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Distribution stationnaire et frontieres

Soit 7 la distribution stationnaire (ou mesure invariante) sur R .

@ Les théoremes ergodiques disent que la mesure invariante de
Ac€ Ri est la proportion moyenne du temps passé en A :

t—o0

(A) = lim E[i/o 1a(By)du]

@ Qu’en est-il sur les frontieres? On définit 11 une mesure sur le
bord, pour A € {0} x R,

yl(A):Eﬂ[i/O 1a(Bu)dLL].

De méme on définit v,. Ce sont des distributions stationnaires
(mesures invariantes) sur les frontiéres.
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Transformées de Laplace de la distribution stationnaire

Cas discret : la fonction génératrice de la distribution stationnaire
m;j sur Z3 est la série génératrice ), i jx'y).
+ %
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Transformées de Laplace de la distribution stationnaire

Cas discret : la fonction génératrice de la distribution stationnaire
m;j sur Z3 est la série génératrice ), i jx'y).
+ %
@ Cas continu : la fonction génératrice est la transformée de
Laplace,

P(x,y) = // A7 (21, 25)dz1d 2.
R
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Transformées de Laplace de la distribution stationnaire

Cas discret : la fonction génératrice de la distribution stationnaire
2 ;. ;s . .
mjj sur Z7 est la série génératrice ZZi i x'yl.
@ Cas continu : la fonction génératrice est la transformée de
Laplace,

P(x,y) = // A7 (21, 25)dz1d 2.
R

@ Sur les frontiéres on définit de maniére analogue les fonctions
génératrices :

e€“vy(z1)dz,

?\

emul 22 d22

(/>1

\

Ry
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Equation fonctionnelle

Cette équation relie les transformées de Laplace.

Théoreme

|
’

(X, y)$(8) = 71(x, y)p1(y) + 72(x, y)d2(x)

ol

Y(x,y) = —3(011x% + 020y + 2010xy) — (11X + fi2y),
71(x,y) = (RY6) = n1ix + ray,
( ) < ’9> = nNn2Xx + nay.

Cette équation connecte ce qui se passe dans le quart de plan et
sur ses frontiéres.
La fonction ~y est appelée le noyau.
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Preuve de I'équation fonctionnelle

Remarque : Les relations suivantes caractérisent la distribution
stationnaire dans différents cas :

e (P — 1) =0 pour les chaines de Markov,
e mQ = 0 pour les chaines de Markov a temps continu,

e [ Gfdm =0 pour les processus de Markov ol G est le
générateur. A\ domaine du générateur!
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Preuve de I'équation fonctionnelle

Remarque : Les relations suivantes caractérisent la distribution
stationnaire dans différents cas :

e (P — 1) =0 pour les chaines de Markov,
e mQ = 0 pour les chaines de Markov a temps continu,

e [ Gfdm =0 pour les processus de Markov ol G est le
générateur. A\ domaine du générateur!

La relation analogue pour le mouvement brownien réfléchi dans le
quadrant est la “basic adjoint relationship” :

Vf € C2(R2) /R Gf(@m(dz) + Y /R  Dif(@)i{dz) = 0

i=1,2
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Preuve de |'équation fonctionnelle

ol le générateur “dans” le quadrant est

2

of
Gf(e) = 2Z Ja az Z“’

ij=1
et pour i = 1,2 les générateurs “sur les frontieres” sont

Dif(x) = (R'|Vf).
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Preuve de I'équation fonctionnelle

ol le générateur “dans” le quadrant est

2

of
2Z Ja az Z“’

ij=1
et pour i = 1,2 les générateurs “sur les frontieres” sont
Dif(x) = (R'|Vf).

< On doit juste prendre f = e{*¥)) dans la basic adjoint
relationship pour obtenir I'équation fonctionnelle. En effet

Gt n(dz) + 3 / Dyl (dz) = 0

2
R$ i=1,2

donne

(X, y)e(x,y) = 71(x, ¥)b1(y) + 72(x, y)da(x).
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@ Mouvement brownien réfléchi obliquement dans le quadrant
@ Criteres d'existence et de récurrence
@ Distribution stationnaire
° Equation fonctionnelle

© Approche analytique et invariants de Tutte
@ Un exemple simple
@ Probleme frontiere
@ Invariants et fonctions de découplage

© Résultats
@ Expression explicite
@ Nature algébrique
@ Quelques cas particuliers



Qu'est-ce qu'un probleme frontiere avec shift ?

Un probleme frontiere avec shift (a boundary value problem with
shift, BVP) est fait de deux conditions :

@ une condition de régularité sur un certain ensemble

@ une condition frontiére avec shift
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Qu'est-ce qu'un probleme frontiere avec shift ?

Un probleme frontiere avec shift (a boundary value problem with
shift, BVP) est fait de deux conditions :

@ une condition de régularité sur un certain ensemble

@ une condition frontiére avec shift

Exemple :
© / est méromorphe sur le
disque unité D et a un
seul pole, d’ordre un en 0

Q@ /(x)=1I(x) pour x € U le D
cercle unité
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Qu'est-ce qu'un probleme frontiere avec shift ?

Un probleme frontiere avec shift (a boundary value problem with
shift, BVP) est fait de deux conditions :

@ une condition de régularité sur un certain ensemble

@ une condition frontiére avec shift

Exemple :
© / est méromorphe sur le
disque unité D et a un
seul pole, d’ordre un en 0

@ /(x) =1I(x) pour x € U le D
cercle unité

: . 1
La solution (aux constantes pres) est | /(x) = x+ — |
X

| est une fonction de collage conforme qui réunit les parties
supérieure et inférieure de U.
| est un invariant pour la conjugaison sur le bord U.
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Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.
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Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.

Preuve algébrique. e J(x) est I'invariant

y2 _ y(X + ]_/X) iconnu

=0
1
- o /(x)=(x+1)est
| x I'invariant canonique
J(x) :‘_/(YO) — J(Yl)‘: E(J(YO)+J(Y1)) ou la fonction de
collage conforme

Yo(X) = x et Yl( )

Fraction rationnelle symétrique des racines.
— J est une fraction rationnelle des

coefficients et donc de /(x) = (x + 1). ol ¢ J(x) est une fraction

rationnelle en /(x)
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Méthode des invariants de Tutte

Les fractions rationnelles J telles que J(x) = J() sont de la forme
J(x) = E(x + 1) pour E une fraction rationnelle.

Preuve analytique.

C\ [-2,2] application

[ : D
X (x+1/x) conforme.

_>
—
Vx € U I(x) = I(X) € [-2,2] et J(x) = J(X).
J o I71 bien définie et continue en [—2,2].

J o I~ méromorphe sur C, a un nombre fini
de poles et une croissance bornée a l'infini.

< Jo I~ est donc une fraction
rationnelle. OJ

e J(x) est I'invariant
inconnu

o /(x)=(x+1)est
I'invariant canonique
ou la fonction de
collage conforme

e J(x) est une fraction
rationnelle en /(x)
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Etapes clés

Méthode analytique des invariants de Tutte

@ Trouver une équation fonctionnelle;

o Etudier le noyau et les différentes branches X* et Y+ ;
o Etablir un probleme frontiere;

@ Déterminer deux invariants :

o un invariant canonique tel que /(Y1) = I(Y ™),
e un invariant dépendant des fonctions inconnues J;

Trouver des fonctions de découplage pour déterminer J;

Utiliser un lemme des invariants pour exprimer J comme
une fraction rationnelle en /.

Résultats

@ Formules explicites

@ Nature algébrique
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Noyau

e Le noyau v peut s'écrire y(x, y) = a(x)y? + b(x)y + c(x).
Les deux branches sont données par

YE(x) = _b(XéiX\)/ d(x)7

ot d(x) = b?(x) — 4a(x)c(x) est le discriminant. On a

A(x, Y¥(x)) = 0.

o Le polyndme d a deux racines, notées x* qui sont les points
de branchement de Y.

@ On remarque que d est négatif sur (—oo,x™) U (x1,00). Les
branches Y* prennent des valeurs complexes conjuguées sur
cet ensemble.

SANDRO FRANCESCHI Invariants de Tutte et Brownien réfléchi dans les cones



Frontiere du BVP

R={y e C:v(x,y) =0 pour un x € (—o0,x~)} = YE((—00,x7)).

Gr Yy

<

@ la courbe R est une hyperbole symétrique par rapport a I'axe
des abscisses (et Gy est le domaine bleu)

@ siycRety(x,y)=0alors y(x,y) =0
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Enoncé du probleme frontiere

Lemme (F. 2017)

La fonction ¢1 satisfait le probléme frontiére suivant :

Q ¢1 est méromorphe sur Gy avec au plus un péle p d’ordre 1,
et est bornée a I'infini ;

@ ¢ est continue sur Gz \ {p} et

(610) = G()orly), WyeR
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Enoncé du probleme frontiere

Lemme (F. 2017)

La fonction ¢1 satisfait le probléme frontiére suivant :

Q ¢1 est méromorphe sur Gy avec au plus un péle p d’ordre 1,
et est bornée a l'infini;

@ ¢ est continue sur G \ {p} et

(610) = G()orly), WyeR

ou on a défini pour y € R

G(y) = %(X—(y»y)%(x—(y),y),

et ot X~ est la fonction algébrique définie par v(X~(y),y) = 0.
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Preuve de la condition frontiere

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, Y (x)) et en (x, Y (x))
pour annuler le noyau. On obtient

0 =710x, YT (x))¢1(Y " (x)) + 72(x, YT (x))2(x)

0 =m0 Y7 (x))o1(Y ™ (x)) +72(x, Y™ (x))da(x)
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Preuve de la condition frontiere

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, Y (x)) et en (x, Y (x))
pour annuler le noyau. On obtient

0= 71(x, YT (x))1(Y (%) +72(x, YT (x))b2(x)
0 =710x Y™ (x))o1(Y™ (x)) +72(x, Y™ (x))d2(x)
On élimine ¢»(x) et on déduit que
A(x, Y~ (x
= a(YT(x) = 20V ¢1(Y™(x)))-

L x, YT ()
G
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Preuve de la condition frontiere

On évalue I'équation fonctionnelle en (x, Y (x)) et en (x, Y (x))
pour annuler le noyau. On obtient

0= 71(x, YT (x)1 (Y (x)) + 72(x, Y (x))d2(x)
0 =710x Y™ (x))o1(Y™ (x)) +72(x, Y™ (x))d2(x)
On élimine ¢»(x) et on déduit que
5, Y7 (X))

= ni(YT(N) = oy (Y (X))

(e, V()
G

En prenant x € (—oo,x7) et y = Y~ (x) on obtient

01(¥) = G(y)¢1(y), Vy € R.
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Fonction de collage conforme ou invariant canonique

@ L'invariant canonique est la fonction de collage conforme w
qui réunit les parties supérieure et inférieure de I'hyperbole R

Gr

o

W(y) =W()

<

2y —(y"+y7)
W(y) = T% ( - + _ ’
yr—y
ol 3 est I'angle du cbne et ol T% est le polynéme de
Tchebychev généralisé :

T=(x) = cos(% arccos(x)) = %{(x—i— x2 — 1)%+(x—\/ x2 — 1)%}
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Découplage (version analytique)

Condition frontiére Vy € R :

¢1(y) = G(y)d1(y)

Définition (analytique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que Vy € R,
F(y)

G(y) = )
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Découplage (version analytique)

Condition frontiére Vy € R :

¢1(y) = G(y)d1(y)

Définition (analytique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que Vy € R,
F(y)
G(y) = ==
Y= Fg)

On peut alors reformuler la condition frontiere Vy € R :

(F-91)(y) = (F - ¢1)(¥)-

@ Donc F - ¢; est un invariant (inconnu).
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Découplage (version algébrique)

La condition frontiere provient de I'équation
. A6 Y (x)
01 (Y7 (X)) = 3oy 21 (Y (X))

V()

La définition suivante est équivalente a la définition “analytique”.

Définition (algébrique)
Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle
que

LY (¥)  F(Y~(x)

206 YTH(x)  F(YH()
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Découplage (version algébrique)

La condition frontiere provient de I'équation

2 Y7 (¥)

$1(YT(x) = W%(Y*(XD)-

La définition suivante est équivalente a la définition “analytique”.

Définition (algébrique)

Une fonction de découplage F est une fraction rationnelle telle

que
LY (¥)  F(Y~(x)

206 YTH(x)  F(YH()

On a alors

(F - p1)(YT(x) = (F - d1)(Y ™ (x)).

@ On retrouve que F - ¢ est un invariant (inconnu).
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Lemme des invariants

En résumé :
@ la fonction de collage conforme w est un invariant canonique,

@ si F est une fonction de découplage alors F - ¢1 est un
invariant inconnu.

En fait il existe “peu d’invariants” .
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Lemme des invariants

En résumé :
@ la fonction de collage conforme w est un invariant canonique,

@ si F est une fonction de découplage alors F - ¢1 est un
invariant inconnu.

En fait il existe “peu d’invariants” .

Lemme des invariants

L'invariant F - ¢1 s'exprime en fonction de w et il existe une
fraction rationnelle E telle que

(F-¢1)(y) = E(w(y))-

— L'étude des poles et des zéros de F - ¢ permet de déterminer E.

<
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Expression explicite

Théoreme (Bousquet-Mélou, Price, F., e+o—T

Hardouin, Raschel, 2019)

Une fonction de découplage existe ssi

T
a €7+ —7.
B

On peut la déterminer explicitement en
fonction des paramétres.
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Expression explicite

Théoreme (Bousquet-Mélou, Price, F., et d—m
Hardouin, Raschel, 2019) “T T3

Une fonction de découplage existe ssi

T
a €7+ —7.
B

On peut la déterminer explicitement en
fonction des paramétres.

Théoreme (Bousquet-Mélou, Price, F., Hardouin, Raschel, 2019)

Sicv € Z+ 5, alors il existe un fraction rationnelle A € C(X, Y)

(qui peut étre explicitée) telle que la transformée de Laplace ¢
vaut

o1(y) = Aly, w(y)),

ou w est la fonction de collage conforme.

v
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Nature algébrique

La nature algébrique de ¢1 dépend donc fortement de celle de w.

Théoreme (Bousquet-Mélou, Price, F., Hardouin, Raschel, 2019)

Nature de ¢ Condition nécessaire et suffisante
Differentiellement s
algébrique ac L+ EZ — /8/71- < Q

Algébrique | (o € Z+ ZZ et g €Q)ouae—-N

Rationnelle a € —N
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Nature algébrique

La nature algébrique de ¢1 dépend donc fortement de celle de w.

Théoreme (Bousquet-Mélou, Price, F., Hardouin, Raschel, 2019)

Nature de ¢ Condition nécessaire et suffisante
Differentiellement s
algébrique ac L+ EZ — /8/71- < Q

Algébrique | (o € Z+ ZZ et g €Q)ouae—-N

Rationnelle a € —N

La méthode des invariants de Tutte a permis de montrer la
condition suffisante. Pour montrer la condition nécessaire on fait
appel a la théorie des équations aux g-différences.
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Cas de la réflexion orthogonale

Dans le cas de la réflexion orthogonale
a =2 — % et G se découple donc et vaut

G(y)=

< I

On obtient :
Théoreme (F. 2016)

Dans le cas orthogonal la transformée de Laplace ¢1 vaut

— 1 w/(0)
w(y) — w(0)””

ou w est la fonction de collage conforme.

p1(y) =
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Cas de la skew symétrie

La skew symétrie est le cas ou o = 0 (les
rebonds sont symétriques par rapport a la
normale). Pour un certain a € R on peut
découpler G sous la forme

Théoreme (Skew symétrie)
Dans le cas de la skew symétrie la transformée de Laplace ¢1 vaut

C

$1(y) = Ay’

pour une constante C dépendant des paramétres. La distribution
stationnaire a une forme produit sur R? et est exponentielle.

On retrouve un résultat classique.
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Cas de Dieker-Moriarty

Le cas de Dieker-Moriarty est lorsque
a € —N. On peut découpler G sous la forme

6 =54

pour un certain polynome P.

Théoreme (Dieker-Moriarty)

Dans le cas de Dieker-Moriarty /a transformée de Laplace ¢1 vaut

d1(y) = P(Cy)

pour une constante C dépendant des paramétres. La distribution
stationnaire est alors une somme d’exponentielles.
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Cas général

@ Dans le cas général il est aussi possible
de résoudre le probléme frontiere (sans
fonction de découplage) et de trouver ¢
en terme d'intégrale de Cauchy et de la
fonction de collage :

Théoreme (F. 2017)

o) =Ry (2

(0) -
(y) — w(p)

exp{zll_ﬂ/y log G(¢) [W(t

w(p)

w'(t)

-

)—mm‘wéqamﬂﬁ}
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Merci pour votre attention !
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