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UNE THEORIE DES CHEMINS?

» Gregory Lawler (1987)

odh A pat

» Factorisation en cycles et chemins simples
Pour w, w' des cycles
cycles simples sont premiers *y\w.w’ = 'y\w ou 'y|w’



P.-L. GISCARD, P. ROCHET 2/19

UNE THEORIE DES CHEMINS?

» Gregory Lawler (1987)

S ARt

» Factorisation en cycles et chemins simples
Pour w, w' des cycles
cycles simples sont premiers *y\w.w’ = 'y\’w ou 'y|w’

Z >\\ Une théorie des nombres pour les chemins ?!
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

1) Formaliser I'observation de Lawler
» Cartier & Foata (1969)

Mots sur les arétes €j; d'un graphe, forment un monoid M semi-commutatif
€ij ik F ik €ij €ij €kl = €ijj €k

RANDONNEES: H © M, autant d’arétes entrantes que sortantes (cycles)
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

1) Formaliser I'observation de Lawler
» Cartier & Foata (1969)

Mots sur les arétes €jj d'un graphe, on impose
€ji Cik ¥ €ik €jj €ji €kl = €jj €kl

Classes d'équivalences forment un monoid M
RANDONNEES: H & M, autant d'arétes entrantes que sortantes (cycles)

» Viennot (1987): empilements de pieces

H = empilements de cycles simples

~|h.h' = ~|h ou ~|h'

h.h' =h'h < Vh)NVH) =0

Une randonnée h
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Le bestiaire des randonnées
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Rota et al. (1964-1974):
Théorie des nombres a partir de posets!

Poset de randonnées ordonnées par divisibilité Py := (7-[, §)
hlh = h <h

» Algébre d'incidence I( Py ): matrices Q indexées par H

[h L h = Qupp =0, h <h'= Qunu np =1 j
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Rota et al. (1964-1974):
Théorie des nombres a partir de posets!

Poset de randonnées ordonnées par divisibilité Py := (7-[, §)
hlh = h <h

» Algébre d'incidence I( Py ): matrices Q indexées par H
[h L h'= Qnp =0, h<h' = Qunn Qnp =1 j

Zh,h’ =1 «<— h< h'

Matrices triangulaires, 1 sur la diagonale!

M .= 71
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)
Débarrassons nous des matrices!

h1 < hg, hs < hyg,  [hi, ho| ~ |hs, ha] <= ha/hy = hy/hs

th,hg — th,h4 — Q(hQ/hl)

» Réduction:
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2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)
Débarrassons nous des matrices!

h1 < hg, hs < hyg,  [hi, ho| ~ |hs, ha] <= ha/hy = hy/hs

th,hg — th,h4 — Q(hQ/hl)

» Réduction:
[(Py) = R(Py,~)

Algebre des séries
formelles sur le poset

Q — Z q(h)e "M p 7 — Z e MW = ((s)

heH heH
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

2) Comment construire une théorie?
» Doubilet, Rota (1972)
Débarrassons nous des matrices!

h < 1 1 -~ 1 1 y B [ | 7 1 , \ 1 /1 1 /1

> R€q  \iANIP. ALGEBRIQUES RESPECTENT LA RELATION D'ORDRE

Q — Z q(h)e "M p 7 — Z e MW = ((s)

heH heH
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

4 SI tout IeS Cy.CleS commutent Randonnées Théorie des nombres

_Q O O{%_{}o QQ Randonnée h Entier n

@ >
P> 8 Q h, B’ disjointes n, M COpremiers
[ o
QO <> > E‘Q > > h auto-évitante n sans facteur carré
e & Q Q O o e
O <O 5 R D h cycle simple n premier
O

o O - O@ — <> Q . o

> e h chemin n=mp

Q%OQOQ - QI>Q Mais...
SOV

h.h! £ W.h nm=mn
THEOREME h, primitive orbit n premier
R(PH, N) —— Séries de Dirichlet | 1, auto-commutante n entier
Théorie des nombres cas spécial
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

SA=Tr |(1-W) ™"

Randonnées Théorie des nombres
Zéta (=81=3% jenh Cr(S) = 2_n>0 ni
1
(= det(I—W)
—1)%") b auto-évitante —1)%¥™)  p sans facteur carré
Mébius p(h) =) . p(n) =) .
0, sinom. 0, sinom.
¢(p), h chemin, p/h a droite log(p), n =p"
Von Mangoldt A(h) = (») : ‘ A(n) = 2 :
0, sinon. 0, sinon.

Liouville

Ah) = (=1

S\ = 1

perm(I—W)

» Zéta, Mobius déja connues Cartier & Foata (1969), Viennot (1987) pas le reste!
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UNE EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Randonnées Théorie des nombres
Nombre de 2 2
diviseurs ¢ R (8>
Log Zéta log¢ =), %h log Cr(s) =2, lé\gf?)) ni
Log-Mangoldt ((h) = Zh/|h A(R) log(n) = de A(n)
Fonctions
totalement = Zh ,u(h)f(h)h = Zn %
multiplicatives
==, Ah) f(h)h DI
Fonctions ., h chemin, p|h a droite ., n=7pF
totalement (f * N) (h) = {f(p) : P (f *p)(n) = /p) : P
N 0, sinom. 0, sinom.
additives
¢'/¢ via les B / det(l — Wy, B 1 p*
premiers N Cy(;mple ) det(l — W) 2plogp 1=p~*
1 Q(n
Série Z w = det(l — ZQ Z — = Cr(s)™ Z (S)
w: chemin heH p,n p n n
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ET ALORS?

Si la théorie est mature on doit pouvoir l'utiliser concretement

P(z):= ) 20

~: cycle simple
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Basic projections

p = det(l — W)

perm(l — W)

Chemin
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Projections

p = det(l — W)

perm(l — W)

Chemin
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ET ALORS?

Si la théorie est mature on doit pouvoir l'utiliser concretement

P(z):= ) 20

~v: cycle simple
» Ca marche!

d

pol = ——P(z) = > Tr ((zAm)PI(1 = 2Ag) VU
H<G
d d
Aoy = EP(z) = Z det(—zAH)Eperm(l + 2Aq_pg)
H<G

» Combinatoire algébrique + théorie des nombres = 10 formules (!!)
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ET ALORS?

Conséquences directes: combinatoire & analyse des réseaux

ip(z): > T ((zAp)MI(1 = zAg) VU

dz
H<d

H connecté

» Algorithme: compter jusqu'a ¢ colte O(V + B+ (0¥ + ZA)\SKD

Meilleur algo. général si

"Moins de sous-graphes induits connectés que de cycles simples”

» Matlab File Exchange « CycleCount »
Solution & un vieux (1946) probléme de sociologie V' = 130000+ ¢ = 20

» Formulation en fraction continues de toute fonction de matrices

» Solution a des probléemes de dynamique quantique
Propagation de croyance exacte sur tout les graphes (belief prop.)
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ET ALORS?

Conséquences directes: théorie des graphes

THEOREME

Graphes non-orientés connectés:

Le poset des randonnées Py Invariants I>O 2
parfaits

L'ensemble des commutateurs entre premiers £ :
xception

ET SON ENNEMI JURE. ..

Graphes orientés: H tout entier ne suffit plus } Théorie des chemins

|l existe des Py sans graphe a part entiére

» Génération de paires cospectrales and co-immantales par A

> Résilience des systémes complexes
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LES PREMIERS LONGS <A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique ¢ — 00O ?

Mﬁ 11/32
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Asymptotique ¢ — 00O ?
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Extension semi-commutative du
théoreme des nombres premiers
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LES PREMIERS LONGS <A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique ¢ — 00O ?

Mﬁ 11/32

Extension semi-commutative du
théoreme des nombres premiers

» Cribles d’'Erathostenes-Legendre, Brun, Selberg
» ldempotents algébriques (fonctions-L, , W, ...)

» Abelianisation (homologie de Hochschild de H)
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LES PREMIERS LONGS <A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

Combien de polygones auto-évitants?

Asymptotique ¢ — 00O ?

Mﬁ 11/32

Extension semi-commutative du

théoreme des nombres premiers

» Cribles d’'Erathostenes-Legendre, Brun, Selberg

Réseau | Hexagonal | Kagomé | Carré | Triangulaire
2 +1log 4 1.91 2 (ordre 0) | 2.69 4.10
[ 1.85 2.56 2.64 4.15

\> Série de polylogs Lin(f()\7 )\*)) ?
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Bialgebres
M
Randonnée ? Auto-évitante
Hopf 1 Hopf 2
M
Chemin Un bialgebre infinitésimal Premiére

non-unitaire semi-commutatif
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COMBINATOIRE ALGEBRIQUE DES RANDONNEES

Bialgebres
M
Randonnée ? Auto-évitante
Euler D log ¢ d tent ot Euler
Dynkin A empO ents = prOJeC 10NS Hz;;det( zAH)dilzperm(l—l—zAG i)
Chemin E u I er Premiére

CCCCCCCC
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LES PREMIERS LONGS <A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

D’autres applications

ip(z): > T ((zAp)!PI (1= zAg) VU

dz
H<d

H connecté
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LES PREMIERS LONGS <A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

D’autres applications

Z 8(7) ZE(V) _ Z Tr ((ZAp)Aire(p) (l B ZAp)Périmétre(p))

Polygones Polyominos

auto-évitants \

L

La croissance asymptotique des deux cotés de
cette équation est inconnue!
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VISION GLOBALE

Bialgebres &
idempotents

|

Combinatoire algébrique

Théorie des nombres Posets

Cribles Monoids des traces

Paires cospectrales

!
Théorie des chemins

| \
Grands réseaux
Fonctions de matrices

Dynamique quantique ¢

Formules exactes &
Résilience des systémes complexes algorithmes d’énumération

APPROCHE LENTE ET SYSTEMATIQUE
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