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Ensembles de

Kakeya réels



Qu’est-ce qu’un ensemble de Kakeya ?



Exemples d’ensembles de Kakeya ?
Le demi-cercle
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Exemples d’ensembles de Kakeya ?
Le cercle

π

4
' 0,7854



Exemples d’ensembles de Kakeya ?
Le triangle de Reuleaux

π

2
−
√

3

2
' 0,7048



Exemples d’ensembles de Kakeya ?
Le triangle équilatéral
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Exemples d’ensembles de Kakeya ?
Le deltöıde

x(t) = cos(t)
2 + cos(2t)
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y(t) = sin(t)
2 − sin(2t)
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La construction de Besikovitch



La construction de Besikovitch



Dimension de Minkowski d’un ensemble de Besikovitch

(1/n)-voisinage
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Ensembles de

Kakeya p-adiques



Les nombres p-adiques
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Les nombres p-adiques
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Les nombres p-adiques
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Les nombres p-adiques
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Valuation et norme

Valuation p-adique

valp(x) est la position du dernier chiffre non nul de x

val2(. . . 10110010) = 1
val2(. . . 10000010, 001) = −3
val2(. . . 00000000) ≥ 8

Valeur absolue p-adique

|x |p = p−valp(x)

|x + y |p ≤ max
(
|x |p, |y |p

)
Résultats et observations

Qp est complet, Q est dense dans Qp

Zp = BQp(1)



Représentation sous forme d’arbre
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Ensembles de Kakeya p-adiques

f : Sd−1(Qp)→ Qd
p

t.q. f (λa) = f (a) si |λ| = 1

Sa(f ) =
{
at + f (a) avec |t| ≤ 1

}
K (f ) =

⋃
a Sa(f )

Kn(f ) = (1/pn)-voisinage de K (f )

a

f (a)

Ensemble de Besikovitch p-adique

Un ensemble de la forme K (f )

Ensemble de Kakeya p-adique

Un ensemble de la forme K (f ) avec f continue



Un ensemble de Kakeya 2-adique en dimension 2



Un ensemble de Kakeya 2-adique en dimension 3



Résultats

Théorème 1

Pour toute fonction bornée f : S1(Qp)→ Q2
p :

µ(Kn(f )) ≥
1

p−1
p+1n + 1

∼ p+1
p−1 ·

1
n

Théorème 2

K (f ) est de mesure nulle
pour presque toute fonction 1-lipschitzienne f : Sd−1(Qp)→ Zd

p

Plus précisément :

E
[
µ(Kn(f ))

]
∼ 2 · (pd−1)

(p−1)(pd−1−1)
· 1

n

= p+1
p−1 ·

2
n si d=2



Simulations numériques

d = 2
n = 6



Simulations numériques

d = 2
n = 7



Simulations numériques

d = 2
n = 8



Simulations numériques

d = 2
n = 9



Simulations numériques

d = 2
n = 10



Simulations numériques

d = 2
n = 11



Simulations numériques

d = 3
n = 3



Simulations numériques

d = 3
n = 5



Simulations numériques

d = 3
n = 6



Simulations numériques

d = 3
n = 7



Simulations numériques

d = 3
n = 8



Simulations numériques

d = 3
n = 9
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