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Factor	  analysis:	  Explain	  away	  observa-ons	  using	  fewer	  
latent	  (unobserved)	  variables	  

If	  it	  exists,	  how	  can	  we	  find	  an	  interpretable	  factoriza-on?	  
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	  	  [Hillar,	  Lim]	  “Most	  Tensor	  Problems	  are	  NP-‐Hard”	  Most Tensor Problems are NP-Hard 0:3

Table I. Tractability of Tensor Problems

Problem Complexity

Bivariate Matrix Functions over R, C Undecidable (Proposition 12.2)

Bilinear System over R, C NP-hard (Theorems 2.6, 3.7, 3.8)

Eigenvalue over R NP-hard (Theorem 1.3)

Approximating Eigenvector over R NP-hard (Theorem 1.5)

Symmetric Eigenvalue over R NP-hard (Theorem 9.3)

Approximating Symmetric Eigenvalue over R NP-hard (Theorem 9.6)

Singular Value over R, C NP-hard (Theorem 1.7)

Symmetric Singular Value over R NP-hard (Theorem 10.2)

Approximating Singular Vector over R, C NP-hard (Theorem 6.3)

Spectral Norm over R NP-hard (Theorem 1.10)

Symmetric Spectral Norm over R NP-hard (Theorem 10.2)

Approximating Spectral Norm over R NP-hard (Theorem 1.11)

Nonnegative Definiteness NP-hard (Theorem 11.2)

Best Rank-1 Approximation NP-hard (Theorem 1.13)

Best Symmetric Rank-1 Approximation NP-hard (Theorem 10.2)

Rank over R or C NP-hard (Theorem 8.2)

Enumerating Eigenvectors over R #P-hard (Corollary 1.16)

Combinatorial Hyperdeterminant NP-, #P-, VNP-hard (Theorems 4.1 , 4.2, Corollary 4.3)

Geometric Hyperdeterminant Conjectures 1.9, 13.1

Symmetric Rank Conjecture 13.2

Bilinear Programming Conjecture 13.4

Bilinear Least Squares Conjecture 13.5

Note: Except for positive definiteness and the combinatorial hyperdeterminant, which apply to 4-tensors,
all problems refer to the 3-tensor case.

and n be positive integers. For the purposes of this article, a 3-tensor A over F is an
l ⇥m⇥ n array of elements of F:

A = Ja
ijk

Kl,m,n

i,j,k=1 2 Fl⇥m⇥n. (1)

These objects are natural multilinear generalizations of matrices in the following way.
For any positive integer d, let e1, . . . , ed denote the standard basis1 in the F-vector

space Fd. A bilinear function f : Fm⇥Fn ! F can be encoded by a matrix A = [a
ij

]

m,n

i,j=1 2
Fm⇥n, in which the entry a

ij

records the value of f(e
i

, e
j

) 2 F. By linearity in each
coordinate, specifying A determines the values of f on all of Fm ⇥ Fn; in fact, we have
f(u,v) = u

>Av for any vectors u 2 Fm and v 2 Fn. Thus, matrices both encode 2-
dimensional arrays of numbers and specify all bilinear functions. Notice also that if
m = n and A = A> is symmetric, then

f(u,v) = u

>Av = (u

>Av)

>
= v

>A>
u = v

>Au = f(v,u).

Thus, symmetric matrices are bilinear maps invariant under coordinate exchange.

1Formally, ei is the vector in Fd with a 1 in the ith coordinate and zeroes everywhere else. In this article,
vectors in Fn will always be column-vectors.
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There	  is	  a	  simple	  algorithm	  to	  compute	  the	  factors	  too!	  	  

T	  	  =	   a(i)	  	  	  	  	  	  b(i)	  	  	  	  	  	  	  	  	  c(i)	  ×	   ×	  
i	  =	  1	  

R	  

Rediscovered	  in	  [Chang],	  [Leurgans	  et	  al.],	  [Anandkumar	  et	  al.],	  [Goyal	  et	  al.]	  …	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  	  

T	  	  =	  	  	  a	  	  	  	  	  	  b	  	  	  	  	  	  	  	  	  c	  ×	   ×	  If	   then	   T(�	  ,	  �	  ,	  x	  )	  =	  	   c,	  x	   a	  	  	  	  	  	  b	  ×	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

c(i),	  x	   a(i)	  	  	  	  	  b(i)	  ×	  Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

(x	  is	  chosen	  uniformly	  at	  random	  from	  Sn-‐1)	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	   c(i),	  x	   a(i)	  	  	  	  	  b(i)	  ×	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

x	  

i.e.	  add	  up	  matrix	  slices	  

xi	  T(i,�,�)	  	  

(x	  is	  chosen	  uniformly	  at	  random	  from	  Sn-‐1)	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Diag(	   c(i),	  x	   )	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

A	  DxBT(BT)-‐1	  Dy
-‐1	  A-‐1	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

A	  Dx	  Dy
-‐1	  A-‐1	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

A	  Dx	  Dy
-‐1	  A-‐1	  	  

Claim:	  whp	  (over	  x,y)	  the	  eigenvalues	  are	  dis-nct,	  so	  the	  	  
Eigendecomposi-on	  is	  unique	  and	  recovers	  a(i)’s	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  -‐1	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  



	  	  JENNRICH’S	  ALGORITHM	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dx	  BT	  	  	  	  

Compute	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  	  	  =	  	  	  A	  Dy	  BT	  	  	  	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )-‐1	  

Diagonalize	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  x	  )	  -‐1	  	  T(	  �	  ,	  �	  ,	  y	  )	  

Match	  up	  the	  factors	  (their	  eigenvalues	  are	  
reciprocals)	  and	  find	  {c(i)}	  by	  solving	  a	  linear	  system	  



Outline	  

Part	  I:	  Tensor	  Decomposi;ons	  
	  

 �	  The	  Rota-on	  Problem	  
	  

 �	  A	  Primer	  on	  Tensors	  
	  

 �	  Jennrich’s	  Algorithm	  

Part	  II:	  Applica;ons	  
	  

 �	  Phylogene-c	  Reconstruc-on	  

	  

 �	  Pure	  Topic	  Models	  

The	  focus	  of	  this	  tutorial	  is	  on	  algorithms	  &	  applica-ons	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  

“Tree	  of	  Life”	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  

If	  we’ve	  aligned	  
sequences…	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

root:	  π	  :	  Σ	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  

Σ	   =	  	  alphabet	  

If	  we’ve	  aligned	  
sequences…	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

root:	  π	  :	  Σ	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

Rz,b	  
“condi-onal	  
	  	  distribu-on”	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  

Σ	   =	  	  alphabet	  

If	  we’ve	  aligned	  
sequences…	  



	  	  PHYLOGENETIC	  RECONSTRUCTION	  

root:	  π	  :	  Σ	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

b	   c	  

d	  z	  

y	  

Rz,b	  
“condi-onal	  
	  	  distribu-on”	  

=	  	  ex-nct	  

=	  	  extant	  

In	  each	  sample,	  we	  observe	  a	  symbol	  (Σ)	  at	  each	  extant	  
(	  	  	  	  	  	  )	  node	  where	  we	  sample	  from	  π	  for	  the	  root,	  and	  
propagate	  it	  using	  Rx,y,	  etc	  

Σ	   =	  	  alphabet	  

If	  we’ve	  aligned	  
sequences…	  



	  	  HIDDEN	  MARKOV	  MODELS	  

x	  

a	  

=	  	  hidden	  

=	  	  observed	  

y	  

b	  

z	  

c	  
…	  



	  	  HIDDEN	  MARKOV	  MODELS	  

π	  :	  Σs	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

=	  	  hidden	  

=	  	  observed	  

y	  

b	  

z	  

c	  
…	  



	  	  HIDDEN	  MARKOV	  MODELS	  

π	  :	  Σs	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

=	  	  hidden	  

=	  	  observed	  

y	  

b	  

z	  

c	  

Rx,y	  

Ox,a	  

“transi-on	  matrices”	  
“o
bs
.	  m

at
ric
es
”	  

…	  



	  	  HIDDEN	  MARKOV	  MODELS	  

π	  :	  Σs	   R+	  
“ini-al	  distribu-on”	  

x	  

a	  

=	  	  hidden	  

=	  	  observed	  

In	  each	  sample,	  we	  observe	  a	  symbol	  (Σo)	  at	  each	  obs.	  
(	  	  	  	  	  	  )	  node	  where	  we	  sample	  from	  π	  for	  the	  start,	  and	  
propagate	  it	  using	  Rx,y,	  etc	  (Σs)	  	  

y	  

b	  

z	  

c	  

Rx,y	  

Ox,a	  

“transi-on	  matrices”	  
“o
bs
.	  m

at
ric
es
”	  

…	  



	  	  	  	  Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

Usually,	  we	  assume	  Rx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Steel,	  1994]:	  	  The	  following	  is	  a	  distance	  func-on	  on	  the	  edges	  	  

dx,y	  =	  -‐	  ln	  |det(Px,y)|	  +	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πx,σ	  	  -‐	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πy,σ	  
	   σ	  in	  Σ	   σ	  in	  Σ	  

where	  Px,y	  is	  the	  joint	  distribu-on	  

Usually,	  we	  assume	  Rx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Steel,	  1994]:	  	  The	  following	  is	  a	  distance	  func-on	  on	  the	  edges	  	  

dx,y	  =	  -‐	  ln	  |det(Px,y)|	  +	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πx,σ	  	  -‐	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πy,σ	  
	   σ	  in	  Σ	   σ	  in	  Σ	  

where	  Px,y	  is	  the	  joint	  distribu-on,	  and	  the	  distance	  between	  
leaves	  is	  the	  sum	  of	  distances	  on	  the	  path	  in	  the	  tree	  

Usually,	  we	  assume	  Tx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Steel,	  1994]:	  	  The	  following	  is	  a	  distance	  func-on	  on	  the	  edges	  	  

dx,y	  =	  -‐	  ln	  |det(Px,y)|	  +	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πx,σ	  	  -‐	  ½	  ln	  	  	  	  	  	  	  πy,σ	  
	   σ	  in	  Σ	   σ	  in	  Σ	  

where	  Px,y	  is	  the	  joint	  distribu-on,	  and	  the	  distance	  between	  
leaves	  is	  the	  sum	  of	  distances	  on	  the	  path	  in	  the	  tree	  

(It’s	  not	  even	  obvious	  it’s	  nonnega;ve!)	  

Usually,	  we	  assume	  Tx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

Usually,	  we	  assume	  Rx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Erdos,	  Steel,	  Szekely,	  Warnow,	  1997]:	  	  Used	  Steel’s	  distance	  
func-on	  and	  quartet	  tests	  	  

Usually,	  we	  assume	  Tx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

to	  reconstruc-on	  the	  topology	  

a	   b	  

c	  d	  
OR	  

a	   c	  

d	  b	  
OR	   …	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Erdos,	  Steel,	  Szekely,	  Warnow,	  1997]:	  	  Used	  Steel’s	  distance	  
func-on	  and	  quartet	  tests	  	  

Usually,	  we	  assume	  Tx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

to	  reconstruc-on	  the	  topology,	  from	  polynomially	  many	  samples	  

a	   b	  

c	  d	  
OR	  

a	   c	  

d	  b	  
OR	   …	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  

[Erdos,	  Steel,	  Szekely,	  Warnow,	  1997]:	  	  Used	  Steel’s	  distance	  
func-on	  and	  quartet	  tests	  	  

Usually,	  we	  assume	  Tx,y,	  etc	  are	  full	  rank	  so	  that	  we	  can	  re-‐root	  
the	  tree	  arbitrarily	  	  

to	  reconstruc-on	  the	  topology,	  from	  polynomially	  many	  samples	  

a	   b	  

c	  d	  
OR	  

a	   c	  

d	  b	  
OR	   …	  

For	  many	  problems	  (e.g.	  HMMs)	  finding	  the	  transi-on	  matrices	  is	  
the	  main	  issue…	  

Ques;on:	  Can	  we	  reconstruct	  just	  the	  topology	  from	  
random	  samples?	  	  



	  	  	  	  [Chang,	  1996]:	  The	  model	  is	  iden-fiable	  (if	  R’s	  are	  full	  rank)	  
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d	  z	  

y	  

[Chang,	  1996]:	  The	  model	  is	  iden-fiable	  (if	  R’s	  are	  full	  rank)	  

Rz,b	  
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[Chang,	  1996]:	  The	  model	  is	  iden-fiable	  (if	  R’s	  are	  full	  rank)	  

Rz,b	  
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	  	  Any	  Ques-ons?	  
	  	  	  	  	  Summary:	  
	  

 �	  Spearman’s	  Hypothesis,	  factor	  analysis	  and	  the	  rota-on	  
	  	  	  	  	  problem	  
	  

 �	  Jennrich’s	  Algorithm	  
	  

 �	  Applica-ons	  to	  phylogene-c	  trees	  and	  topic	  models	  	  
	  

 �	  Are	  there	  algorithms	  for	  third	  order	  tensor	  decomp.	  
	  	  	  	  	  that	  work	  with	  R	  =	  (1+ε)n?	  


