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Introduction Arbres et/ou

Arbres booléens et fonctions booléennes

Fonction booléenne = f : {0,1}N - {0,1} 1 =vVrai

. . R . 0=Fa
Fx = {Fonctions booléennes a k variables} ux

Un arbre booléen représente une fonction booléenne.

A/JEI\Iq
N | ( {0,1}; - o1
y y ) C, (2 g

Taille d’'un arbre = nombre de feuilles |

\%
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Introduction Arbres et/ou

Complexité

Complexité L(f) = taille des plus petits arbres calculant f.J

Fonctions constantes

Littéraux
Negations

XOR

Vrai : (X,')1“k — 1
Faux : (X))1.k~ 0

Xm : (Xi)1..k = Xm
Xm : (X)1.k + Xm

XOR : (Xj)1..k = X1 XOR X2

/\/V\/\

T T T T
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L(vrai)=0
L(Faux) =0

L(xm) =1
L(Xm) =1

L(xoR) =4

11 mars 2016

3/17



Introduction Arbres et/ou aléatoires

|dée générale de I'exposé

@ Tirer au hasard un arbre et/ou de taille n:

» tirer au hasard un arbre T, non étiqueté de taille n;

» I'étiqueter uniformément au hasard en arbre et/ou a k variables ;

@ Noter P, « la loi de la fonction booléenne calculée par cet arbre
et/ou;

e Etudier P, , notamment quand n — +oco.

Comment P, x dépend de I'arbre aléatoire choisi ? ]
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Arbre de Catalan

Si T, est I'arbre de Catalan de taille n. J

[Lefmann & Savicky 1997] [Chauvin, Flajolet, Gardy & Gittenberger 2004] [Kozik 2008]

Théoreme (prouve par combinatoire analytique) :
@ P,k — Prquand n— oo
@ Fixons f telle que L(f) ne dépend pas de k. Alors

1
P(f) = () uand k > oo.

Idées de la preuve :

@ une tautologie typique est de la forme x, v X, v --- et donc
Prk(Vrai) =0©(1/k);

@ un arbre typique calculant f est de la forme arbre minimal + tautologie.
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Introduction

Arbre binaire de recherche aléatoire (ABR)

Si T, est I'arbre binaire de recherche aléatoire a n feuilles.J

[Chauvin, Gardy & Mailler 2011 & 2015]

]
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Introduction Arbres et/ou aléatoires

Arbre binaire de recherche aléatoire (ABR)

Si T, est I'arbre binaire de recherche aléatoire a n feuilles.J
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Introduction Arbres et/ou aléatoires

Arbre binaire de recherche aléatoire (ABR)

Si T, est I'arbre binaire de recherche aléatoire a n feuilles.J

[Chauvin, Gardy & Mailler 2011 & 2015]
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Arbre binaire de recherche aléatoire (ABR)

Si T, est I'arbre binaire de recherche aléatoire a n feuilles.J

[Chauvin, Gardy & Mailler 2011 & 2015]

Théoreme :
Quand n - oo, Py k(Vrai) = Ppk(Faux) - 1/2. J

Prouvé par combinatoire analytique ou plongement
en temps continu.

Comportement dégénéré.
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Arbre binaire de recherche aléatoire (ABR)

Si T, est I'arbre binaire de recherche aléatoire a n feuiIIes.J

[Chauvin, Gardy & Mailler 2011 & 2015]

Théoreme :
Quand n — oo, Ppx(Vrai) = Ppi(Faux) - /2. J

Prouvé par combinatoire analytique ou plongement
en temps continu.

Comportement dégénéré.

Quelle caractéristique de I'arbre de Catalan et de 'ABR
explique cette différence de comportement ? J
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Introduction Arbres et/ou aléatoires

Catalan versus ABR

Catalan : ABR :
1 : 1
Py(f) = e(kL(f)+1) lim Ppy(vrai) = 5
Catalan | ABR
Hauteur vn logn | — propriété d’échelle
Saturation cst logn | — propriété locale

Objectifs :
@ Comprendre laquelle des deux propriétés ci-dessus importe.

@ Avoir un méta-théoréme permettant de résoudre le cas d’autres
arbres aléatoires.
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Larbre de Ford
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Introduction Arbres et/ou aléatoires

Larbre de Ford

0 ABR
a=41/2 Catalan
1 peigne
Catalan ABR a>0
Hauteur vn logn n*
Saturation cst logn cst
liMpooo Prk | 1/kHO+1 | dégénérée | 7?7
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Larbre de Ford

0 ABR
a=41/2 Catalan
1 peigne

Catalan ABR a>0
Hauteur vn logn n*
Saturation cst logn cst
liMpooo Prk | 1/kHO+1 | dégénérée | 7?7

Comment se comporte P, x (n — oo) dans ce modéle ? J

N. Broutin and C. Mailler Arbres et/ou - limite locale 11 mars 2016 8/17



Convergence vers une distribution asymptotique Limite locale

Limite locale

Notation : ¢l = I'arbre ¢ tronqué & hauteur h.

Definition

Soit () =1 Une suite d’arbres, et ., un arbre éventuellement infini.
On dit que f, converge localement vers ., si :

vh, 3n(h) : ¥n> n(h), ti =),

Triangle a 2" feuilles

(loc)

— .

4
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Convergence vers une distribution asymptotique Limite locale

Limite locale

Notation : ¢l = I'arbre ¢ tronqué & hauteur h.

Definition

Soit () =1 Une suite d’arbres, et ., un arbre éventuellement infini.
On dit que f, converge localement vers ., si :

vh, 3n(h) : ¥n> n(h), ti =),

Peigne a n feuilles

(loc)
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Convergence vers une distribution asymptotique Cas dégénéré

Le cas degénéré

Théoreme [BM++] :
Si t, - t., localement et si t,, n’a pas de feuilles, alors

Pi[th](Vrai) = Pk[ta](Faux) = /2 (n— o0).

Nb : {, et t, sont déterministes.
Preuve : par récurrence sur le niveau de saturation.

Cas de 'ABR :

Si T, est 'ABR de taille n, alors T, converge presque sirement
localement vers I'arbre binaire complet infini.

Autres exemples : Arbre m-aire de recherche, arbre quadrant, etc.
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Convergence vers une distribution asymptotique Cas non dégénéré

Cas non dégénéré

Théoreme [BM++] :
Si tp - t localement et si t a un nombre fini de branches infinies,
alors Py[t,] converge vers une distribution limite Pyt ].

Idée de la preuve : principe des tiroirs A
(ici : binaire et une branche infinie) /1
o [ = |a fonction booléenne aléatoire calculée f
par tg’]
@ presque sOrement il existe o < +oo (aléatoire) 13
tel que 17 = flo (vh > o) iV
k
(une fonction est répétée dans les 22 + 1 premiers \f
niveaux et avec proba 1/2 on peut couper) 2

@ on définit Px[f.,] comme la loi de fL°]
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Convergence vers une distribution asymptotique

Catalan = Galton-Watson

Les &’s sont des variables aléatoires i.i.d.
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Convergence vers une distribution asymptotique Cas non dégénéré

Catalan = Galton-Watson

Les £'s sont des variables aléatoires i.i.d.

Propriétés :
Si E€ = 1 on parle de GW
critique et dans ce cas,

@ GW est p.s. fini;

@ E[GWe| = +oo.

o’

Théoréeme :

Si £ =0 ou 2 avec proba 1/2, alors

(Gwg |taille n) = catp en loi.
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Limite locale de I'arbre de Catalan

Théoréme : £
Si E¢ =1, alors (Gw, |taille n) converge ; Z

localement en loi vers une branche infinie sur
laquelle sont accrochées des copies i.i.d. de GWe.

P(£=i)=iP(£=1)
Revenons aux fonctions booléennes

Pk[ Tn] converge vers une distribution limite
quand n - oo, dés que T, = Catp ou n’importe
quel GW critique conditionné a étre de taille n.

S
i
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Convergence vers une distribution asymptotique Cas non dégénéré

Limite locale de I'arbre de Catalan

Théoréeme : 50
Si E¢ =1, alors (Gw, |taille n) converge & i A ; Z
localement en loi vers une branche infinie sur °

laquelle sont accrochées des copies i.i.d. de GWe.

P(=1)=iP(¢=1) K/ &
Revenons aux fonctions booléennes £
Pk[ Tn] converge vers une distribution limite Y i ; z ?
quand n - oo, dés que T, = Catp ou n’importe ;

quel GW critique conditionné a étre de taille n. ‘

Que peut-on dire de plus sur Py [T.]?
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.
Cas a la Catalan

Théoreme [BM++] :

Supposons que T, converge localement en loi vers
une limite T, telle que T, est une unique branche

infinie sur laquelle sont attachées des foréts i.i.d. de
loi A. Si, pour tout entier m,

KL(H)+1

EJA|™ < +00  alors Pk[Tw]=@( 1 )
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Cas a /la Catalan

Théoreme [BM++] :

Supposons que T, converge localement en loi vers
une limite T, telle que T, est une unique branche

infinie sur laquelle sont attachées des foréts i.i.d. de
loi A. Si, pour tout entier m,

1
E|A|™ <400 alors Py[Tw]=© (W) .

Rappel : Si T, = Caty, alors A = GW, critique et
E||A|| = +oo...
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Cas a /la Catalan

Théoreme [BM++] :

Supposons que T, converge localement en loi vers
une limite T, telle que T, est une unique branche

infinie sur laquelle sont attachées des foréts i.i.d. de
loi A. Si, pour tout entier m,

1
E|A|™ <400 alors Py[Tw]=© (W) .

Rappel : Si T, = Caty, alors A = GW, critique et
E||A| = +00... >_<
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Cas a /la Catalan

Théoreme [BM++] :

Supposons que T, converge localement en loi vers
une limite T, telle que T, est une unique branche

infinie sur laquelle sont attachées des foréts i.i.d. de
loi A. Si, pour tout entier m,

KkL(f)+1

Eltrim(A)|” < +oo alors Pk[Tm]=@( 1 )

Rappel : Si T, = Caty, alors A = GW, critique et
E|A| = +00... >_<
Procédure de trim [~ CFGG'04] :

Dés qu’on a le motif de droite, “on coupe”.
Arbre booléen b trimé = t rim(b).
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Cas a /la Catalan

Théoreme [BM++] :
Supposons que T, converge localement en loi vers

A\
une limite T, telle que T, est une unique branche \
infinie sur laquelle sont attachées des foréts i.i.d. de T
loi A. ‘

V

— 1
Si E|trim(A)| < +o0 alors Px[T.] = © (W) .

o’

Applications :

@ T,=n’importe quel GW critique conditionné a %\\

étre de taille n (dés que 3e > 0 : Ee®¢ < +0) ; T
@ T, = arbre de Ford de taille n (Vo > 0)
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Résumé des résultats
Cas dégénéré
Si t, — t., localement et si t,, n’a pas de feuilles, alors

Pi[tn](Vrai) = Px[th](Faux) - /2 (n— o).

Cas non dégénére — convergence

Si t) — I localement et si t., a un nombre fini de branches infinies,
alors P[t,] converge vers une distribution limite Py ].

Cas non dégenéré — comportement

Supposons que T, converge localement en loi vers une limite T, telle
que T, est une unique branche infinie sur laquelle sont attachées des
foréts i.i.d. de loi A. Si, pour tout entier m,

1
Elerim(A)|" <+00 alors Pl Tee] = 1757 )

v
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Conclusion

Remarques finales

Nouvelle méthode “universelle” par limite locale :
@ résout des modeles déja connus (ABR, Catalan, etc)

@ mais aussi des modeéles non étudiés (arbre m-aire de recherche,
arbre de Ford).

Cette approche a des limites :

@ échoue complétement pour des arbres booléens non plans
(pourtant naturels puisque A et v sont commutatifs) ;

@ les hypothéses du théoreme © sont un peu délicates a vérifier ;

@ on obtient seulement un © alors que les preuves au cas pas cas
par combinatoire analytique donnent un équivalent.
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Conclusion

Remarques finales

Nouvelle méthode “universelle” par limite locale :
@ résout des modeles déja connus (ABR, Catalan, etc)

@ mais aussi des modeéles non étudiés (arbre m-aire de recherche,
arbre de Ford).

Cette approche a des limites :

@ échoue complétement pour des arbres booléens non plans
(pourtant naturels puisque A et v sont commutatifs) ;

@ les hypothéses du théoreme © sont un peu délicates a vérifier ;

@ on obtient seulement un © alors que les preuves au cas pas cas
par combinatoire analytique donnent un équivalent.

Merci!!
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