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Théoréme (Ciucu, Eisenkdlbl, K., Zare)

Soient a, b, c, m des entiers positifs, a, b, c ayant la méme parité.
Le nombre des pavages en losanges d’'un hexagone avec longueurs
de coté a,b+ m,c,a+ m,b,c+ m, ot on a efface un triangle de
taille m au milieu est égal a

H(a+ m)H(b+ m)H(c + m)H(a+ b+ c + m)

H(a+ b+ m)H(a+ c+ m)H(b+ c+ m)
y H( {a+b+c'|)H(m+ {a—t—b—}—cJ)
H(252 + m) H(25€ + m) H(%4< + m)

DH(IZDHASDHAED H(( 2] H(5])
H(Z +[3]) H(F + [3]) H(Z + [§]) H(F + [3]) H(F + [3]) H(F + |5])
H ) H(a+b+m)2 H(a+c+m)2 H(b+c+m)

2
H(%-F |'a+127 C-I)H(%—’_ La+12>+cJ)H(a—5b)H(a;c)H(%)’

ou
[T=sT(k+1) pour n entier,
H(n) = n—3 1 . .
[T,_3T(k+3) pour n demi-entier.
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Théoreme (Ciucu, K.)

Pour des entiers n,x et k < n—1, on a

M(Hp,x \ <2(k)) = <4k2—)(_ 1) (n + k)! H (2x + 25)an—4s11

(x + n— k)2kt1 e (25)an—as+1

n— = .
2

k—1 (1)]
X,Z (n—k—i—1)R(n+k—i+1)pk(n+k—i+1);2n—i+3);
: ((x), (X 47+ Dpokeict (x £ 0+ k+ 1oy

—(x),,,k(x—l—n+k+1),,,k,;,1(x—|—2n—i+1),~>7

ot le symbole de Pochhammer est défini par
(A)m =ala+1)---(a+m—1) pour m>0, et (a)g := 1.
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pavages en losanges
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Le théoréme de factorisation de Ciucu
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Le théoréme de factorisation de Ciucu

Soit G un graphe bipartit symétrique.
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Le théoréme de factorisation de Ciucu

Soit G un graphe bipartit symétrique.

G-l-
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Le théoréme de factorisation de Ciucu

Soit G un graphe bipartit symétrique.

G-l-

Alors
M(G) _ 2#(arétes sur I'axe de symétrie) M(G+) . M1/2(G_)'
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L’hexagone avec trous His 10(2,5,7)
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Théoreme (Ciucu, K.)

Pour tous entiers strictement positifs n, m, | et tous entiers positifs
ki ko,...kjavec0 < k1 < ko < --- < k < n/2, on a

M (Hn,2m(kl) ka, ..., k/))
=S '\/IhS (Hn,2m(k1a k27 °ccog k/)) MY (H"72m(k17 k2’ Tt kl)) :
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Le théoréme de factorisation de Ciucu se traduit a :
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3
=
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Le théoréme de factorisation de Ciucu se traduit a :

)
c
QL
=
e
o
c
o
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Ainsi, il “ne" reste a prouver “que"

MVS(R) _ 2#(|osanges sur I'axe de symétrie) M1/2(R_)-
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Premier pas. Utiliser des chemins deux-a-deux disjoints pour
obtenir un déterminant pour My, (H;zm(kl, ko, ..., k,)> et un
Pfaffien pour M"Y (H, om(k1, ko, . . ., ki)).
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Par le théoréme de Lindstrom, Gessel-Viennot sur des chemins
deux-a-deux disjoints, on obtient un déterminant.

Proposition

II .
N
=

M1/2< n72m(k1, ka,..., ki) ) est donné par det(N), ou N est la

matrice avec lignes et colonnes indexées par

{1,2,...,m, 17, 2% ... [T}, et des éléments donnés par
(n+J I) (n l2nj+1) sil< ’7./ <m,
(i) + (), sil<i<metj=t"
Nij = (nzltfjkil) (R sii=thetl<j<m,
i+ G, o e j=
etl1 <t t</.
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En utilisant la formule qui sorte du théoréme de sommation de
mineurs d'Ishikawa et Wakayama, on obtient :

Proposition
MY (Hpom(k1, ko, ..., ki) est donné par

(—1)G) Pi(m),

ol M est la matrice antisymétrique avec lignes et colonnes indexées
par

{—m+1,-m+2,....om17,27, ... 7,17 2t . It}

et des éléments donnés par
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7o &
J—1 2n . . c
r=i—j+1 (n+r)7 si —m+1l<i<j<m,
={ 2n—2k : . 2 e

Zr:'i-‘rl(n—kﬁ—tr)’ i-m+1<i<metj=t",

Z—I+1 (2n—2kt)7 s/ —m+1§l§metj=t+,

0n

r=i  \n—ke+r
M;;j =10, sii=t,j=t,etl<t<t<]|,
(2n—2kt—2kg)
n—kt—kf
+(rA k), sii=tT, j=f et1< i<,
t
0, sii=tt j=tr etl<t<t<l,

ou les sommes doivent étre interprétées selon

- SNV-L Expr(k) N> M
Z Expr(k) = 0 N=M
it — Z,’Y’;,\} Expr(k) N < M.
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Deuxiéme pas.
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Deuxiéme pas.

Lemme

Pour tout entier strictement positif m et tout entier positif |, soit A

la matrice de la forme
X Y
(1)

ou X = (Xj—i)—erlgi,jgm et Z = (Zi,j)i,je{lf,...,lf,1+,...,l+} sont
antisymétriques, et Y = (V;j)—mt1<i<m,je{i-,..,I-,1+,.,/+} €St une
matrice de dimension 2m x 2/. Supposons en plus que

Yit- = —Y_it €t Y+ = —Y_iio+, pour tout i avec

—m+ 1< i < m tel que les deux membres d’une égalité sont bien
définis, et 1 <t </, et que z;j = 0 pour tout i,j € {17,...,/7}.
Alors

Pf(A) = (—1)(2) det(B),
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(X %
B—<V2 z>’
avec

7J)1<I,J<ma

UG
I

Y- —l—l,./)1</<m,j€{14r S

(%

(

(— Y‘,j)ie{l L=}, 1<<ms
(ZIJ)ie{l*,...,I*},je{1+,...,l+}a

et les éléments de X sont définis par

Xij = Xj—il+1 + X|j=il+3 + * + Xitj-1.
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Par le lemme, le Pfaffien pour MY (Hp2m(ki, ko, ..., ki)) peut étre
transformé a un déterminant, de la méme taille que le déterminant

que l'on a obtenu pour My, (H;2m(k1,k2, . .,k,)).
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Par le lemme, le Pfaffien pour MY (Hp2m(ki, ko, ..., ki)) peut étre
transformé a un déterminant, de la méme taille que le déterminant

que l'on a obtenu pour My, (H;2m(k1,k2, . .,k,)).

Troisiéme pas. Malheureusement, il n'est pas le méme
déterminant.
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Par le lemme, le Pfaffien pour MY (Hp2m(ki, ko, ..., ki)) peut étre
transformé a un déterminant, de la méme taille que le déterminant

que l'on a obtenu pour My, (H;2m(k1,k2, . .,k,)).

Troisiéme pas. Malheureusement, il n'est pas le méme
déterminant. Pourtant, des manipulations supplémentaires de lignes
et de colonnes transforment en effet un déterminant en 'autre. [
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La region SCy -(a, b, c,m) :

x+a+b+c

X+Z

)+a+b+c
Y z+a+b+c

X%5+b+c

xX+m
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Théoréme

Soient x, y, z, a, b, ¢ et m des entiers positifs. Si x, y et z ont la
méme parité, alors

H(m)® H(a) H(b) H(c)

H(m + a) H(m + b) H(m + ¢)

y HEE +m+a+b) HEEZ + m+a+c) HEEZ +m+b+c)
H(ZEE 4+ m+ ¢) H(ZEE + m+ b) H(XE + m + a)
H(XEL + ) H(%E2 + b) H(XEZ + a)

H(*3 + a+ b) H(*= + a+ ¢) H(¥32 + b+ ¢)
Hx+m+a+b+c)H(y+ m+a+b+c)
Hix+y+m+a+b+c)H(x+z+m+a+b+c)
" Hz+m+a+b+c)H(x+y+z+m+a+b+c)
Hly+z+m+a+b+c)

M(SCy.y z(a, b, c,m)) =
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H(XHE]+ m+a+b+c)
H(%+m+a+b+c)H(%+m+a+b+c)
H([ 252 ) + m+ a+ b+ c) H(XZ + mtatbic)?

H(YEZ + m+a+ b+ c) HCEE) H(E2) H(LEE)
H(3TH( ) H(T 3T
H([5] + TE2te) H(| 5] + mEadte) H(5] + mbapbte)

H(Lz) H(T5 D H(Z]

X H(ij+rrﬂra7thaJrc)H([;1 m+a+b+) (L J+m+37+b+5)

X

2 2 2 2
9 H(nﬂ-af-i-b-f—cf H(% + m—l—af—i—b—&-c) (x m+37+b+c)
H([x+)2/+z-| -+ m+32+b+c) H(Lx+y+zJ + m+a+b+C) )
ou

H(n) [T :(l) MNk+1), pour n un entier positif,
n) :=
Hk 2 M(k+3), pour n un demi-entier positif.
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