
Introduction aux processus de fragmentation

c ≥ 0 et ν mesure de dislocation sur S↓ = {(si ) : s1 ≥ s2 ≥ . . . ... ≥ 0 :
∑

i≥1 si ≤ 1}

• µc = c
∑

n∈N δεn où εn partition de N en 2 blocs (6= ∅) : {n} et N\{n} c : coeff. érosion.

• µν(dπ) =
∫
S↓ µs(dπ)ν(ds) où µs est la loi de la boîte de peinture associée à la suite s

Construction d’une fragmentation homogène (α = 0) de paramètre κ = µc + µν :

M =
∑

i δ(ti ,ki ,∆i ) mesure de Poisson sur (0,∞)× N× S↓ de mesure d’intensité dt ⊗#⊗ κ

Principe : au temps ti le bloc n◦ki se fragmente suivant ∆i .

Problème : les blocs peuvent se fragmenter “tout le temps".

Donc on commence par se restreindre à [n] = {1, . . . ,n} (n fixé). Puisque κ(P∗n ) <∞, on
peut re-indexer les atomes

(ti , ki ,∆i ) tel que ki ≤ n, ∆i ∩ [n] 6= [n]

en
(

t (n)
i , k (n)

i ,∆
(n)
i

)
i≥1

de sorte que 0 < t (n)
1 < t (n)

2 < . . ..
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Introduction aux processus de fragmentation

Construction de Π(n)(t), t ≥ 0 :

• Π(n)(0) = [n]

• Π(n) est constant sur les intervalles de temps
[
t (n)
i−1, t

(n)
i

[
• au temps t (n)

i , le bloc n◦k (n)
i de Π(n)(t (n)

i −) se fragmente suivant ∆
(n)
i

les autres blocs restent inchangés

}
→ Π(n)(t (n)

i )

Ex. : si Π(6)(t (6)
i −) = {{1,6}, {2,3,4}, {5}}, k (6)

i = 2, ∆
(n)
i = {{1,2,3}, {4,5,6}} alors

Π(6)(t (6)
i ) = {{1,6}, {2,3}{4}, {5}}

Consistance : Π(n+1)(t)|[n] = Π(n)(t), ∀t ≥ 0.

On pose
Πi (t) :=

⋃
n∈N

Π
(n)
i (t), ∀i

Déf. Le processus Π est un processus de fragmentation de paramètres 0, c, ν.

Il est échangeable, et p.s. Π(t) a des fréquences asymptotiques pour tout t .
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Introduction aux processus de fragmentation

α ∈ R, Π processus de fragmentation (0, c, ν).

Π(i)(t) : bloc de Π contenant i au temps t , |Π(i)(t)| sa fréquence asymptotique.

Changement de temps :

Ti (t) = inf
{

u ≥ 0 :

∫ u

0
|Π(i)(r)|−αdr > t

}
.

Nouvelle partition :
Π

(α)
(i) (t) = Π(i) (Ti (t)) , i ∈ N, t ≥ 0

Déf. Le processus Π(α) est un processus de fragmentation de paramètres α, c, ν.

Il est échangeable, p.s. Π(α)(t) a des fréquences asymptotiques pour tout t .

Processus de fréquences asymptotiques (=masses) :

On note F (t) la suite des fréq. asymptotiques de Π(α)(t), rangées par ordre ↓.

Déf. F est un processus de fragmentation de paramètres α, c, ν, à valeurs dans S↓.
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Introduction aux processus de fragmentation

Π(α) vérifie les propriétés de branchement et auto-similarité : ∀s, t ≥ 0, sachant que
Π(α)(t) = (π1, π2, . . .), la partition Π(α)(t + s) a même loi que la partition dont les blocs sont
ceux de

πi ∩ Π(i)(|πi |αs), i ≥ 1,

où les Π(i) sont i.i.d., de même loi que Π(α).

On a construit ainsi tous les processus markoviens, échangeables, vérifiant cette propriété
de branchement.
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