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Soit Q un espace mesuré.
Soit (T¢)e>0 un w*-semi-groupe de contractions sur L>(2).

On dit que (T¢)¢>0 est un semi-groupe de diffusion si

o il induit un Cy-semi-groupe (T¢)¢>0 de contractions sur LP(Q)
pour tout 1 < p < oo (contractivité),

o chaque T; est auto-adjoint sur L?(Q) (symétrie).

Exemples typiques :
les semi-groupes de Gauss et de Poisson et et e
sur R".

1/2
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nombres complexes (¢x) de £°°(Z) est un opérateur

T-  LAT)  —  LP(T)
ST 3 o™ TR

@ Soit G un groupe abélien localement compact, G son groupe
dual et soit 7 la transformation de Fourier.
Plus généralement, on dit que T: LP(G) — LP(G) est un
multiplicateur de Fourier s'il existe une fonction ¢ € Loo(a) telle
que

—

T(f)=¢-f, felP(G)NL*G).
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Pour tout 0 < § < 7, on pose Ly = {z € C*: — 6 < Arg(z) < 0} le
secteur ouvert d'angle 20 autour du demi-axe réel positif ]0, col.

Soit (T¢)e>0 un Co-semi-groupe sur un espace de Banach X.

On dit que c'est un semi-groupe analytique borné si (T¢)¢~0 admet
une extension analytique bornée

Yo — B(X)

pour un certain 0 < 6 < 7.
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Soit Q) un espace mesuré.

Soit (T¢)e>0 un semi-groupe de diffusion sur L*°(2).

Alors (T;)e>0 induit un semi-groupe analytique borné sur LP(2) pour
tout1 < p < o0.

Cas particulier :
les semi-groupes de diffusion (T;)¢>0 tels que

o T(f) >0sif >0 (positivité),
@ T:(1) =1 pour tout t > 0 (unital, conservation de la masse)

sont analytiques bornés sur LP(Q).
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Un espace X est K-convexe si X ne contient pas les /1 uniformément.

Soit €1,€2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes avec
P(ex = 1) = P(ex = —1) = 1 sur un certain espace de probabilité €.
Théoreme (G. Pisier, Annals 1982)

Un espace de Banach X est K-convexe ssi la tensorisation P ® Idx de
la projection de Rademacher

induit un opérateur borné sur I'espace de Bochner L2(£, X).
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@ Soit (T¢)e>0 un semi-groupe de diffusion de multiplicateurs de

Fourier positifs unitals sur L*°(G).

Alors (T¢ ® Idx)¢>o induit un semi-groupe analytique borné sur
I'espace de Bochner LP(G, X) pour tout 1 < p < oo.

La propriété de I'analyticité est préservée par la tensorisation de
I'opérateur identité Idx d'un espace de Banach K-convexe X.
Quand on remplace les espaces LP par des espaces de Bochner, le
semi-groupe reste analytique borné.

Pisier a montré que la K-convexité est nécessaire pour le semi-groupe
de Walsh.
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Donc, la question suivante est naturelle :

@ Peut-on enlever les hypothéses “positifs unitals” et
“de multiplicateurs de Fourier”?

Conjecture (G. Pisier, 1982)

Soit X un espace de Banach K-convexe.

Soit Q un espace mesuré.

Soit (T¢)e>0 un semi-groupe de diffusion sur L*°(Q).

Alors (T ® Idx)¢>0 induit un semi-groupe analytique borné sur
LP(S2, X) pour tout 1 < p < oo.

Le cas scalaire X = C est le résultat de Stein.
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contexte du probleme. Que peut-on dire de la conjecture si on élargit
le question aux espaces LP non commutatifs ?

Dictionnaire :
commutatif non commutatif
fonction opérateur
L>() M algebre de von Neumann
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T =

Ix[ls» = (Tr |x|?) > ot

(Joo FIPdp)

I TII11

espace d'opérateurs E :

espace de Banach E muni

d'un plongement E — B(H)

LP(M, E)

E OK-convexe <= SP(E) est K-convexe.

espace de Banach X

LP(£2, X)
X K-convexe

[]
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Peut-on trouver un espace de Banach E isomorphe a X avec une
structure d’e.o. OK-convexe? i.e. tel que SP(E) soit K-convexe?

@ Ce dernier probleme s'insére dans un cadre plus général :
une question similaire existe pour les autres propriétés des
espaces de Banach (UMD, cotype...).
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Alors (T: @ ldx)¢>0 induit un semi-groupe analytique borné sur
LP(S2, X) pour tout 1 < p < oo.

Un espace X super-réflexif est K-convexe.

La condition * X super-réflexif” est beaucoup plus contraignante que
“X K-convexe.
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Soit X un espace de Banach.
Soit (T¢)e>0 un Co-semi-groupe de contractions sur X.
Supposons qu'il existe un entier n > 1 tel que

limsup [|(fdx — T¢)"|[, 5 < 2"
t—0

Alors le semi-groupe (T)¢>0 est analytique borné.

La régularité du semi-groupe est, grossierement parlant, induit par la
qualité de I'approximation de I'opérateur identité quand le parameétre
tend vers 0.

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 12 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L*°(G).

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(ldip(6,x)y — Tr @ ldx)"

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) - ® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx : LP(G,X) — LP(G,X)

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) - ® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx : LP(G,X) — LP(G,X)

et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) - ® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx : LP(G,X) — LP(G,X)

et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)

L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) - ® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx : LP(G,X) — LP(G,X)

et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)

L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

Lemme (G. Pisier, 1982)

Soit G un groupe compact abélien,

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) —T:® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx: LP(G,X) — LP(G,X)
et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)
L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

Lemme (G. Pisier, 1982)

Soit G un groupe compact abélien, (T;)¢>0 un semi-groupe de
multiplicateurs de Fourier positifs unitals sur L*°(G)

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer
(ldipex)y — Tt @ ldx)" = (Id — T¢)" @ ldx : LP(G, X) — LP(G, X)
et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)
L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

Lemme (G. Pisier, 1982)

Soit G un groupe compact abélien, (T;)¢>0 un semi-groupe de
multiplicateurs de Fourier positifs unitals sur L°(G) et X un espace
de Banach.

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer

(/d[_p(G’X) —T:® /dx)n = (/d— Tt)n ® ldx: LP(G,X) — LP(G,X)
et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)
L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

Lemme (G. Pisier, 1982)

Soit G un groupe compact abélien, (T;)¢>0 un semi-groupe de
multiplicateurs de Fourier positifs unitals sur L°(G) et X un espace
de Banach. Pour tout n € N, on a alors

I(ld = Te)" ® ldx | < ||(Jd = Te)*" @ ldx]|.

C. Arhancet (Université de Franche-Comté) 13 /25



K-convexité vs super-réflexivité

Soit G un groupe localement compact et (T¢):>0 un semigroupe de
diffusion sur L°°(G). Si n > 1 est un entier, on peut considérer
(ldipex)y — Tt @ ldx)" = (Id — T¢)" @ ldx : LP(G, X) — LP(G, X)
et
(ld— T)®" @ ldx : LP(G",X) = LP(G", X)
L'hypothese “semi-groupes de multiplicateurs de Fourier” apparait
dans le cas ou X est K-convexe car Pisier utilise :

Lemme (G. Pisier, 1982)

Soit G un groupe compact abélien, (T;)¢>0 un semi-groupe de
multiplicateurs de Fourier positifs unitals sur L°(G) et X un espace
de Banach. Pour tout n € N, on a alors

I(ld = Te)" ® ldx | < ||(Jd = Te)*" @ ldx]|.

Pisier : “It is likely that the group structure plays no role, in the
general case, but | do not see how to avoid using it in the proof”.
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Un groupe quantique compact est une algebre de von Neumann M
munie d'un “coproduit”

Ag: M — MEM

vérifiant certains axiomes.
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Le cas n = 2 est |'application
Ag: L(G) — L™°(G x G) = L™(G)RL™(G)
définie par I'égalité
Ag(f)(s,t) = f(st), fel>G) s,te€G.

On peut voir L°(G) comme une algebre de von Neumann sur L2(G)
en voyant les éléments f de L°°(G) comme des opérateurs
Mg : L?(G) — L%(G) de multiplication.

Cette application Ag est a la base de la théorie des groupes
quantiques compacts.

Un groupe quantique compact est une algebre de von Neumann M
munie d'un “coproduit”

Ag: M — MM
vérifiant certains axiomes.

Cela permet de mieux comprendre le mystérieux lemme de Pisier.
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On peut définir une notion de multiplicateur de Fourier associée.

De la, il est possible de généraliser le résultat aux semigroupes de
multiplicateurs sur certains groupes quantiques compacts mais pas
tous (d'autres difficultés sont présentes) :

Théoreme (C. A.)
Soit G un groupe discret moyennable.

Soit (T¢)e>0 un w*-semigroupe de multiplicateurs contractants sur
VN(G) et autoadjoints sur L2(VN(G)).

Soit E un espace d’opérateurs OK-convexe.

Alors (T: ® Idg)>0 induit un semi-groupe analytique borné sur
LP(VN(G), E) pour tout 1 < p < 0.
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Question
Que se passe-t-il s'il n'y a plus de structure de groupe ou de groupe
quantique ?

Par exemple :
Que peut-on dire des semi-groupes de multiplicateurs de Schur?

Que peut-on dire des semi-groupes de multiplicateurs sur le tore non
commutatif T ?
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Multiplicateurs de Schur

Un opérateur dans B(¢?) peut étre identifié avec sa matrice relative 3
la base canonique de /2.

Un multiplicateur de Schur défini par une matrice A est une
application
Ma:  B(?) — B(?)
[l — laixil.

Rappelons que

5P = {x € B(?): |Ix||s» = (T [x]")> < oo}

ol |x| = (x*x)z.
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Semi-groupes de multiplicateurs de Schur

On remplace le coproduit Ag: L*(G) — L*°(G)®L>*(G) par
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On remplace le coproduit Ag: L*(G) — L*°(G)®L>*(G) par

A B(2) — B(2)BB(42)
ejj — €jj & €jj.

Théoreme (C. A.)

Soit (T¢)e>0 un w*-semi-groupe de multiplicateurs de Schur
contractants sur B(¢?) qui sont auto-adjoints sur S2.

Soit E un espace d’opérateurs OK-convexe.

Alors (T: ® Idg)¢>0 induit un semi-groupe analytique borné sur SP(E)
pour tout 1 < p < oo.
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Le tore non commutatif

Si § € R, rappelons que le tore non commutatif de dimension 2 est
une algebre de von Neumann ’]I‘g contenant deux unitaires Uy et Us
vérifiant
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Le tore non commutatif

Si § € R, rappelons que le tore non commutatif de dimension 2 est
une algebre de von Neumann ’]I‘(% contenant deux unitaires Uy et Us
vérifiant

UrUs = 2™ Uy Uy

Un polyndme est une somme finie

x= Y ommUMUT? with am m, €C
my,m€EZ

c'est a dire oy, = 0 pour tous les indices my, my € Z sauf un nombre
fini.
L'action de la trace 7: Tg — C de ’]I‘g sur tout polynéme x est donnée
par

T(X) = 040’0.
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Multiplicateurs sur le tore non commutatif

Let © = (©my,my)my,mycz des nombres complexes.
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Multiplicateurs sur le tore non commutatif

Let © = (©my,my)my,mycz des nombres complexes.

On définit M, par

mypymy \ __ my g ymy
M%’( Z amhmzul 2 )_ Z mel,mzamhmzul 2

my,my€Z my,my€Z

pour tout élément x = Z Qmy,mp U US™ de Tg.
my,m€Z

On dit que M, est un multiplicateur sur le tore quantique Tg si M,
s'étend en un opérateur borné sur LP(T3).
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Semi-groupe de Poisson

Sur T?, on a des opérateurs 8%1 et % :

. . o .
elmtl — lmlelmlfl et elmt2 — .

oty oty

Sur le tore non commutatif T2, on définit des opérateurs de dérivées
partielles 01, 5 : ']I‘g — ']I‘g qui agissent par

51(U{"1):im1U1 et 51(U2m2):0

(de méme pour d7).
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Semi-groupe de Poisson

Sur T?, on a des opérateurs 8%1 et % :

. . o .
elmtl — lmlelmlfl et elmt2 — .

oty oty

Sur le tore non commutatif T2, on définit des opérateurs de dérivées
partielles 01, 5 : ']I‘g — ']I‘g qui agissent par

51(U{"1):im1U1 et 51(U2m2):0
(de méme pour d3). On définit alors le laplacien

A =63+ 63

1
et le semi-groupe de Poisson Ty = e t(=2)" 2 gyr 'JI%.
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Analyticité du semi-groupe de Poisson vectoriel

On remplace le coproduit Ag: L*(G) — L*>°(G)®L>®(G)
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I"application

A T2 — L[®(T?)RT3 = L~(T?,T?)

X X

Pour z = (21, z) € T?, on note 7 : ']I‘g — ']Tg I'isomorphisme défini

par
my g ymeN __ _mi _my g myjmy
(U U3%) = 22y 2 U U .

Pour tout x € Tg, on considere la fonction x: T2 — ’]1"5, z > m4(x).
Théoreme (C. A., 2015)

Soit (T¢)e>0 le semi-groupe de Poisson sur T3.

Soit E un espace d’opérateurs OK-convexe.

Alors (T¢ ® Idg)>0 induit un semi-groupe analytique borné sur
LP(TY, E) pour tout 1 < p < oc.
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On a un “coproduit” qui s'étend aux espaces LP associés :
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@ pour les groupes compacts : Ag: L®(G) — L*(G)RL>®(G),
e pour les tores non commutatifs : A: T — L%°(T9)RTY,
o pour B(£?) : A: B(£?) — B((?)2B(¢?),

@ pour d'autres algebres de von Neumann...

Probleme

Existe-t-il des axiomes qui permettent d'englober ces différentes
situations dans un méme contexte permettant de faire de I'analyse sur
les espaces LP ?

Ce contexte devrait inclure le cas des groupes quantiques compacts.

A suivre...
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Ce fut un grand plaisir de vous présenter ce travail !
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